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Abstrakt
Prˇedkla´dana´ pra´ce se zameˇrˇuje na statickou analy´zu konstrukc´ı z plast˚u se zohledneˇn´ım
nelinea´rn´ıho chova´n´ı materia´lu v za´vislosti na napeˇt´ı. Staticka´ analy´za je prova´deˇna meto-
dou konecˇny´ch prvk˚u. V u´vodu pra´ce je na´zorneˇ popsa´n rozd´ıl mezi materia´loveˇ linea´rn´ım
a materia´loveˇ nelinea´rn´ım prˇ´ıstupem.
Pro numerickou analy´zu plastovy´ch konstrukc´ı je vhodne´ pouzˇ´ıt skorˇepinovy´ konecˇny´
prvek rozsˇ´ıˇreny´ o mozˇnost dalˇs´ıho deˇlen´ı na vrstvy a integracˇn´ı body prˇes svoji vy´sˇku. Sa-
mostatne´ kapitoly se veˇnuj´ı integraci vy´sledny´ch velicˇin prˇes vy´sˇku pr˚urˇezu. Integrace
materia´love´ matice tuhosti korektneˇ zohlednˇuje vznik excentricity. Cˇa´st pozornosti je
veˇnova´na numericky´m kvadraturn´ım pravidl˚um.
Na´sleduj´ıc´ı kapitola se veˇnuje materia´loveˇ nelinea´rn´ım model˚um. Je popsa´n jednodusˇsˇ´ı
prˇ´ıstup za pomoci izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticke´ho modelu, da´le je popsa´n obecny´ prˇ´ıstup
za pouzˇit´ı ortotropneˇ plasticke´ho modelu. Teoreticky´ popis je doplneˇn grafickou interpre-
tac´ı krite´ri´ı podle jednotlivy´ch autor˚u.
Vy´znamna´ cˇa´st te´to pra´ce je veˇnova´na algoritmizaci vy´pocˇetn´ıch postup˚u. Je pro-
vedena v jazyce Fortran do dynamicky linkovane´ knihovny, ktera´ je soucˇa´st´ı programu
RFEM 5, ktery´ je sˇiroce vyuzˇ´ıva´n v technicke´ praxi. Soucˇa´st´ı pra´ce je studie srovna´vaj´ıc´ı
vy´konnost r˚uzny´ch technologi´ı pouzˇitelny´ch pro algoritmizaci popisovane´ problematiky.
Spra´vnost teoreticke´ analy´zy materia´lovy´ch model˚u a na´sledne´ implementace do pro-
gramu RFEM 5 je oveˇrˇena na prˇ´ıkladu ohy´bane´ konzoly.
Konstrukce termoplastove´ nadzemn´ı na´drzˇe je podrobena detailn´ı materia´loveˇ linea´rn´ı,
resp. nelinea´rn´ı analy´ze. Ru˚zne´ prˇ´ıstupy jsou porovna´ny na vy´sledc´ıch napeˇt´ı, deformace
a prˇetvorˇen´ı. Zvla´sˇtn´ı pozornost je pak veˇnova´na stabilitn´ı analy´ze se zohledneˇn´ım ne-
linea´rn´ıho materia´love´ho modelu.
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Abstract
The presented thesis focuses on static analysis of plastic structures, taking into account
nonlinear behaviour of the material depending on the stress. The static analysis is perfor-
med using the finite element method. The difference between material linear and material
nonlinear approach is illustratively described in the introduction.
A shell finite element, which is enhanced by the possibility of further delamination
into layers and integration points along its thickness, is suitable to be used for a numerical
analysis of a plastic structures. Separate chapters are devoted to the integration of the
resulting values over the height of the cross-section. The integration of the material stiffness
matrix correctly reflects the emergence of eccentricity. A part of the attention is devoted
to the numerical quadrature rules.
Next chapter is devoted to material nonlinear models. Two approaches are described:
a simpler one, using the isotropic nonlinear elastic model, and more general one, using
the orthotropic plastic model. The theoretical description is complemented by the graphic
interpretation of the criteria according to the individual authors.
A significant portion of this work is devoted to the algorithmization of calculation pro-
cedures described in the theoretical chapters. The algorithmization itself is implemented
in Fortran language into a dynamic-link library which is part of the software program
RFEM 5 which is widely used in engineering practice. A part of the work is a study com-
paring the performance of the different technologies applicable for the algorithmization of
the described issues.
The agreement of the theoretical analysis of the material models and subsequent im-
plementation within the RFEM 5 is demonstrated on the example of the bent cantilever.
The thermoplastic aboveground tank structure is subject of detailed material linear,
and nonlinear analysis respectively. The various approaches are compared on the results
of stress, deformation and strain. A particular attention is paid to the stability analysis
taking into account the nonlinear material model.
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U´vod
Pro vy´pocˇet libovolne´ konstrukce je trˇeba zna´t vlastnosti jednotlivy´ch materia´l˚u, ze ktery´ch
je konstrukce vyrobena. Materia´love´ rˇesˇen´ı mu˚zˇe by´t dvoj´ıho druhu - linea´rn´ı a nelinea´rn´ı.
Pro jednoduchost si rozd´ıl mezi materia´loveˇ linea´rn´ım a materia´loveˇ nelinea´rn´ım rˇesˇen´ım
ukazˇme na jedno-dimenziona´ln´ı u´loze, ktera´ umozˇnˇuje rozd´ıly v rˇesˇen´ı zobrazit graficky.
Z hlediska materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı, jsou pro na´s podstatne´ vlastnosti materia´lu,
ktere´ definuj´ı tuhost konstrukce. Naprˇ´ıklad izotropn´ı tuhost materia´lu v proste´m tahu
nebo tlaku bez vlivu prˇ´ıcˇne´ kontrakce je definova´na modulem pruzˇnosti E.
Materia´loveˇ linea´rn´ı rˇesˇen´ı je takove´, ve ktere´m modul pruzˇnosti E je pouze prˇ´ımo
u´meˇrny´ na napeˇt´ı σ a pomeˇrne´m prˇetvorˇen´ı ε (1). Tuhost konstrukce je konstantn´ı bez
ohledu na velikost zat´ızˇen´ı. Vztah definuj´ıc´ı za´vislost napeˇt´ı a pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı se
nazy´va´ konstitutivn´ı vztah. Linea´rn´ı za´vislost teˇchto velicˇin lze graficky zobrazit pomoc´ı
linea´rn´ı funkce procha´zej´ıc´ı pocˇa´tkem sourˇadne´ho syste´mu, ve ktere´ smeˇrnice funkce je
rovna tecˇne´mu modulu pruzˇnosti E (Obr. 1 vlevo). Tento graf nazy´va´me pracovn´ı diagram.
E = tan(α) =
∂σ
∂ε
(1)
E = f(σ, ε) (2)
ε
σ
α ε
σ
Obra´zek 1: Linea´rn´ı pracovn´ı diagram (vlevo), nelinea´rn´ı pracovn´ı diagram (vpravo).
Materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı je takove´, ve ktere´m modul pruzˇnosti E nen´ı prˇ´ımo
u´meˇrny´ na napeˇt´ı σ a pomeˇrne´m prˇetvorˇen´ı ε (2). Tuhost konstrukce je za´visla´ na ve-
likosti zat´ızˇen´ı. Uka´zka nelinea´rn´ı za´vislosti teˇchto velicˇin je na Obr. 1 vpravo.
Principem materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı je nalezen´ı rovnova´zˇne´ho rˇesˇen´ı pro ne-
linea´rn´ı konstitutivn´ı vztahy, tj. zˇe v kazˇde´m bodu konstrukce mus´ı by´t splneˇna rovnova´ha.
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Rovnova´ha je splneˇna, pokud rˇesˇen´ı lezˇ´ı na pracovn´ım diagramu neˇkdy take´ nazy´vane´m
rovnova´zˇny´ diagram.
Rozd´ıl materia´loveˇ linea´rn´ıho a materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı si ukazˇme na konkre´tn´ım
prˇ´ıkladeˇ jednoose tazˇene´ho prutu zat´ızˇene´ho norma´lovou silou zp˚usobuj´ıc´ı napjatost
fext = 4.6 MPa. Jako materia´l byl zvolen termoplast polyethylen PE 80, jehozˇ pracovn´ı dia-
gram byl z´ıska´n z normy CˇSN EN 1778 pro teplotu 20oC a provozn´ı zˇivotnost 1 000 000 ho-
din [3]. Pracovn´ı diagram materia´lu je definova´n polygonem. Materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı
lezˇ´ı na pracovn´ım diagramu a byly tedy splneˇny podmı´nky rovnova´hy (Obr. 2 - zelena´
barva). Pro materia´loveˇ linea´rn´ı rˇesˇen´ı byl modul pruzˇnosti E0 = 178.2 MPa zvolen tak,
aby byl roven smeˇrnici prvn´ı veˇtve pracovn´ıho diagramu, cozˇ mimo jine´ odpov´ıda´ tuhosti
pouzˇite´ v prvn´ı iteraci materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı. Materia´loveˇ linea´rn´ı rˇesˇen´ı lezˇ´ı
mimo pracovn´ı diagram a nebyly tedy splneˇny podmı´nky rovnova´hy (Obr. 2 - cˇervena´
barva). Pro tento prˇ´ıpad zada´n´ı je chyba ve vy´pocˇtu deformace prˇiblizˇneˇ 41%. Prˇesnost
linea´rn´ıho rˇesˇen´ı je za´visla´ na prˇesnosti aproximace skutecˇne´ho pracovn´ıho diagramu
linea´rn´ı funkc´ı.
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Obra´zek 2: Materia´loveˇ linea´rn´ı a materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı zobrazene´ v pracovn´ım
diagramu polyethylenu PE 80 (teplota 20oC, zˇivotnost 1 000 000 h).
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C´ıle pra´ce
V teoreticke´ cˇa´sti te´to pra´ce je c´ılem prˇedstavit postupy, ktere´ umozˇn´ı rˇesˇit termoplastove´
konstrukce s ohledem na nelinea´rn´ı chova´n´ı materia´lu. Jedna´ se prˇedevsˇ´ım o u´koly:
• Rozsˇ´ıˇrit skorˇepinovy´ prvek, tak aby bylo mozˇne´ zohlednit vliv nelinea´rn´ıho pr˚ubeˇhu
napeˇt´ı a tuhosti po vy´sˇce pr˚urˇezu.
• Nale´zt takovy´ postup integrace konstitutivn´ı matice tuhosti, ktery´ korektneˇ zohledn´ı
zmeˇnu polohy teˇzˇiˇsteˇ.
• Vybrat vhodny´ zp˚usob numericke´ integrace fyzika´ln´ıch velicˇin. Porovnat prˇesnost
kvadraturn´ıch pravidel.
• Prˇedstavit nelinea´rn´ı materia´love´ modely, ktere´ zohledn´ı jak nelinea´rneˇ elasticke´, tak
nelinea´rneˇ plasticke´ chova´n´ı materia´lu.
V prakticke´ cˇa´sti pra´ce se jedna´ prˇedevsˇ´ım o tyto u´koly:
• Algoritmizovat pocˇetn´ı postupy popsany´ch v teoreticky´ch kapitola´ch.
• Vyvinout knihovnu nelinea´rn´ıch materia´l˚u a tuto knihovnu propojit s programem
RFEM.
• Prove´st oveˇrˇen´ı spra´vnosti teoreticke´ analy´zy a algoritmizace na prˇ´ıkladu s analy-
ticky´m rˇesˇen´ım.
• Vyvinute´ na´stroje aplikovat na statickou analy´zu prakticke´ konstrukce z termoplas-
tove´ho materia´lu.
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1 VRSTEVNATY´ SKORˇEPINOVY´ PRVEK
1 Vrstevnaty´ skorˇepinovy´ prvek
1.1 Rozdeˇlen´ı prvku na vrstvy
Plosˇne´ prvky je vhodne´ pouzˇ´ıt tam, kde charakteristicka´ vzda´lenost podpor je minima´lneˇ
peˇtkra´t veˇtsˇ´ı nezˇ tlousˇt’ka. U plosˇny´ch prvk˚u vznika´ proble´m, jake´ fyzika´ln´ı vlastnosti
mohou mı´t tyto prvky v´ıme-li, zˇe rea´lna´ teˇlesa jsou pouze 3D. Uva´zˇ´ıme-li dimenzi prvku,
nejsme schopni u 2D prvk˚u (deska, steˇna, skorˇepina) geometricky definovat trˇet´ı dimenzi,
tedy tlousˇt’ku prvku h. Plosˇny´ prvek je definovany´ v plana´rn´ı rovineˇ se sourˇadnicemi
xP, yP. Prostoroveˇ zakrˇiveny´ 2D-prvek je definova´n na zakrˇivene´ 2D plosˇe v 3D pro-
storu (Obr. 3). Rea´lny´ fyzicky´ prvek je 3D teˇleso vyplneˇne´ spojiteˇ hmotny´mi norma´lami
k strˇednicove´ plosˇe prvku (xP, yP) tak, zˇe na norma´ly naneseme de´lky h/2 ve smeˇru zP i
−zP, cˇ´ımzˇ vznikne kladna´ l´ıcn´ı plocha prvku zP = h/2 a za´porna´ zP = −h/2. Mezi nimi
se nacha´z´ı fyzicke´ teˇleso prvku.
xP
yP
zP
0
−h/2
h/2
xP
yP
zP
0
Obra´zek 3: Rovinny´ 2D-prvek (vlevo), zakrˇiveny´ 2D-prvek (vpravo).
Ve 2D-prvku ma´ jeho tlousˇt’ka h povahu fyzika´ln´ı konstanty [12]. V rea´lne´m fyzicke´m
prvku vznika´ prostorova´ napjatost σ a deformace ε. Pra´veˇ v intervalu −h/2 ≥ zP ≥ h/2,
ktery´ nen´ı geometricky ve 2D-prvku obsazˇen, je nutne´ nahrazovat funkce σ(zP), ε(zP)
vhodny´mi reprezentanty. Pokud jde o funkce napeˇt´ı, je ze staticke´ho hlediska nejjednodusˇsˇ´ı
pracovat s jejich vy´slednicemi, proto definujeme u steˇn, desek a skorˇepin tzv. vnitrˇn´ı s´ıly.
Integrac´ı napeˇt´ı po tlousˇt’ce z´ıska´me skorˇepinove´ vnitrˇn´ı s´ıly (Obr. 4), ktere´ jsou vztazˇene´
na jednotku sˇ´ıˇrky rˇezu b.
Materia´loveˇ nelinea´rn´ı vy´pocˇet prˇedpokla´da´ linea´rn´ı pr˚ubeˇh funkce ε(zP) po vy´sˇce
pr˚urˇezu, tedy na intervalu −h/2 ≥ zP ≥ h/2. Ostatn´ı velicˇiny, jako napeˇt´ı σ(zP) nebo
velicˇiny definuj´ıc´ı tuhost, jako modul pruzˇnosti E(zP), Poisson˚uv soucˇinitel ν(zP), smy-
kovy´ modul pruzˇnosti G(zP), mohou mı´t pr˚ubeˇh funkce po vy´sˇce pr˚urˇezu nelinea´rn´ı.
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xP
yP
zP
vyny
nyx
myx
my
vx
nxy
nx
mxmxy
Obra´zek 4: Vnitrˇn´ı s´ıly pro skorˇepinovy´ model vcˇetneˇ jejich kladne´ho smyslu.
Aby bylo mozˇne´ zohlednit nelinea´rn´ı pr˚ubeˇh teˇchto funkc´ı, je nutne´ pr˚urˇez po sve´ vy´sˇce
h rozdeˇlit na jednotlive´ vrstvy (Obr. 5). Strˇednicova´ plocha kazˇde´ vrstvy je kolma´ k
ose zP. Vrstva je urcˇena svoji vy´sˇkou hlr,i pro i = 1, 2 ..., Ni a polohou porˇadnice zlr,i
pro i = 1, 2 ..., Ni. Vy´sˇka jednotlivy´ch vrstev hlr,i mu˚zˇe by´t libovolna´, ale mus´ı by´t splneˇn
vztah (3).
h =
Ni∑
i=m
hlr,i = hlr,m + hlr,m+1 + hlr,m+2 + ...+ hlr,Ni−1 + hlr,Ni (3)
Porˇadnice vrstvy zlr,i je urcˇena vzda´lenost´ı strˇednicove´ plochy prvku (x
P, yP)
a strˇednicove´ plochy vrstvy. Veˇtsˇina integracˇn´ıch vztah˚u ve vy´pocˇtu je rˇesˇena numericky
(tzv. kvadratura). Prˇesnost numericke´ho rˇesˇen´ı je za´visla´ na volbeˇ pocˇtu vrstev. Cˇ´ım
v´ıce vrstev zvol´ıme, t´ım dosa´hneme prˇesneˇjˇs´ıho rˇesˇen´ı. Za´rovenˇ t´ım dojde k vy´znamneˇ
veˇtsˇ´ı spotrˇebeˇ strojove´ho cˇasu, proto je vhodne´ integra´l vhodneˇ aproximovat. Vhodne´
rˇesˇen´ı tohoto proble´mu je aproximace pomoc´ı Gaussovy kvadraturn´ı formule, ktera´ defi-
nuje polohy integracˇn´ıch bod˚u pro jednotlive´ vrstvy. Poloha Gaussova integracˇn´ıho bodu v
prvku zgp,j pro j = 1, 2 ..., Nj je urcˇena vzda´lenost´ı od strˇednicove´ plochy prvku (x
P, yP).
Pokud zvol´ıme pouze jeden integracˇn´ı bod pro kazˇdou vrstvu, pak v tomto zvla´sˇtn´ım
prˇ´ıpadeˇ je pocˇet integracˇn´ıch bod˚u a vrstev totozˇny´ Ni = Nj vcˇetneˇ velikosti jejich
porˇadnic zlr,i = zgp,j .
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Obra´zek 5: Rozdeˇlen´ı prvku po vy´sˇce pr˚urˇezu h na dveˇ vrstvy s trˇemi Gaussovy´mi inte-
gracˇn´ımi body ve vrstveˇ.
i j k h [m] hlr,i [m] zlr,i [m] zgp,j [m]
1 1
0.40
-0.17745967
1 2 2 0.20 -0.10 -0.10000000
3 3 -0.02254033
4 1 0.02254033
2 5 2 0.20 0.10 0.10000000
6 3 0.17745967
Tabulka 1: Uka´zkovy´ prˇ´ıklad rozdeˇlen´ı prvku na dveˇ vrstvy podle Obr. 5.
1.2 Numericka´ integrace
1.2.1 Gaussovo kvadraturn´ı pravidlo
Gaussovo kvadraturn´ı pravidlo v jednodimenziona´ln´ım prostoru (4) slouzˇ´ı k aproximaci
integra´lu z funkce f(x) na intervalu 〈−1, 1〉. Toto pravidlo je sestaveno tak, aby da´valo
prˇesny´ vy´sledek pro polynomy (2n − 1)-te´ho a mensˇ´ıho stupneˇ vhodnou volbou vah wk
a polohou integracˇn´ıch bod˚u xk pro k = 1, 2 ..., Nk (Tab. 2) [23] [20]. V prˇ´ıpadeˇ liche´ho
pocˇtu Gaussovy´ch integracˇn´ıch bod˚u n lezˇ´ı jeden bod vzˇdy uprostrˇed a ostatn´ı lezˇ´ı po
dvou symetricky v˚ucˇi strˇedn´ımu bodu x = 0. V prˇ´ıpadeˇ sude´ho pocˇtu integracˇn´ıch bod˚u
lezˇ´ı po dvou symetricky. ∫ 1
−1
f(x) dx ≈
Nk∑
k=1
wk f(xk) (4)
V prakticke´m zada´n´ı potrˇebujeme integrovat prˇes obecny´ interval 〈za, zb〉, ktery´ je v
nasˇem prˇ´ıpadeˇ da´n porˇadnic´ı vrstvy zlr,i a vy´sˇkou vrstvy hlr,i (5). Prˇed pouzˇit´ım Gaussova
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n xk wk
pocˇet integracˇn´ıch bod˚u poloha integracˇn´ıho bodu va´ha
1 0 2
2 ±1/√3 1
3
0 8/9
±√3/5 5/9
4
±
√
(3− 2√6/5)/7 (18 +√30)/36
±
√
(3 + 2
√
6/5)/7 (18−√30)/36
5
0 128/225
±1/3
√
5− 2√10/7 (322 + 13√70)/900
±1/3
√
5 + 2
√
10/7 (322− 13√70)/900
Tabulka 2: Va´hy a polohy Gaussovy´ch integracˇn´ıch bod˚u pro k = 1, ..., 5.
kvadraturn´ıho pravidla mus´ıme integra´l upravit do intervalu 〈−1, 1〉. Tato zmeˇna intervalu
mu˚zˇe by´t po pouzˇit´ı Gaussova kvadraturn´ıho pravidla provedena podle vztahu (6).
zb = zlr,i + hlr,i/2 (5)
za = zlr,i − hlr,i/2
∫ zb
za
f(x) dx ≈ zb − za
2
Nk∑
k=1
wk f
(
zb − za
2
xk +
za + zb
2
)
(6)
Demonstrujme pouzˇit´ı Gaussova kvadraturn´ıho pravidla na vy´pocˇtu momentu se-
trvacˇnosti I jedne´ vrstvy o vy´sˇce hlr lezˇ´ıc´ı na excentriciteˇ zlr (Obr. 6). Moment setrvacˇnosti
je vyja´drˇen polynomem trˇet´ıho stupneˇ. Pro prˇesne´ rˇesˇen´ı na´m postacˇ´ı urcˇit funkcˇn´ı hod-
notu pouze ve dvou integracˇn´ıch bodech. Postup vy´pocˇtu momentu setrvacˇnosti I je uve-
den v rovnici (7).
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Obra´zek 6: Jedna vrstva s dveˇmi integracˇn´ımi body lezˇ´ıc´ı na excentriciteˇ.
I = b
∫
h
z2 dz = b
zb − za
2
Nk∑
k=1
wk f
(
zb − za
2
xk +
za + zb
2
)
= (7)
= b
hlr
2
Nk∑
k=1
wk f
(
hlr
2
xk + zlr
)
= b
hlr
2
[
w1
(
hlr
2
x1 + zlr
)2
+ w2
(
hlr
2
x2 + zlr
)2]
=
= b
hlr
2
[
1
(
hlr
2
1√
3
+ zlr
)2
+ 1
(
zlr − hlr
2
1√
3
)2]
=
1
12
b h3lr + b hlr z
2
lr
Spra´vnost numericke´ho rˇesˇen´ı pomoc´ı Gaussova kvadraturn´ıho pravidla (7) oveˇrˇ´ıme
analyticky vyja´drˇen´ım urcˇite´ho integra´lu (8) tj. pomoc´ı Steinerovy veˇty [11].
I = b
∫
h
z2 dz = b
∫ zb
za
z2 dz = b
∫ zlr+hlr/2
zlr−hlr/2
z2 dz = (8)
= b
[
z3
3
]zlr+hlr/2
zlr−hlr/2
=
1
12
b h3lr + b hlr z
2
lr
1.2.2 Gauss-Lobattovo kvadraturn´ı pravidlo
Vy´sledne´ hodnoty napeˇt´ı σlr jsou ve vy´sledkove´ grafice zobrazeny bud’ na horn´ım −h/2
nebo na spodn´ım l´ıci h/2 konecˇne´ho prvku. Vy´sledne´ hodnoty napeˇt´ı σlr zna´me pouze
v integracˇn´ıch bodech. V prˇ´ıpadeˇ Gaussova kvadraturn´ıho pravidla (Kap. 1.2.1) nejsou
prˇesneˇ na l´ıc´ıch konecˇne´ho prvku. Jednou z mozˇnost´ı, jak rˇesˇit tuto negativn´ı vlastnost,
je zanedbat vzda´lenost mezi krajn´ı polohou integracˇn´ıho bodu a l´ıcem, a prˇevz´ıt vy´sledky
pro dany´ l´ıc prˇ´ımo z dane´ho krajn´ıho integracˇn´ıho bodu. Druhou mozˇnost´ı je vy´sledky
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z krajn´ıch integracˇn´ıch bod˚u extrapolovat do l´ıc˚u, cozˇ obvykle vede na nesplneˇn´ı kon-
stitutivn´ıho vztahu, naprˇ. u idea´lneˇ plasticke´ho diagramu materia´lu dojde extrapolac´ı k
prˇekrocˇen´ı meze kluzu fy. Trˇet´ı mozˇnost´ı, jak rˇesˇit tyto neprˇesnosti, je pouzˇit´ı Gauss-
Lobattova kvadraturn´ıho pravidla, ktere´ ma´ krajn´ı integracˇn´ı body vzˇdy v l´ıci, ktere´ vsˇak
potrˇebuje veˇtsˇ´ı pocˇet integracˇn´ıch bod˚u nezˇ Gaussovo kvadraturn´ı pravidlo (Kap. 1.2.1)
pro integraci polynomu te´hozˇ stupneˇ. Gauss-Lobattovo kvadraturn´ı pravidlo je sestaveno
tak, aby da´valo prˇesny´ vy´sledek pro polynomy (2n − 3)-te´ho a mensˇ´ıho stupneˇ. Va´hy a
polohy Gauss-Lobattovy´ch integracˇn´ıch bod˚u pro k = 1, ..., 6 jsou uvedeny v tabulce 3.
n xk wk
pocˇet integracˇn´ıch bod˚u poloha integracˇn´ıho bodu va´ha
1 0 2
2 ±1 1
3
0 4/3
±1 1/3
4
±1/5√5 5/6
±1 1/6
5
0 32/45
±1/7√21 49/90
±1 1/10
6
±
√
1/21 (7− 2√7) 1/30 (14 +√7)
±
√
1/21 (7 + 2
√
7) 1/30 (14−√7)
±1 1/15
Tabulka 3: Va´hy a polohy Gauss-Lobattovy´ch integracˇn´ıch bod˚u pro k = 1, ..., 6.
V praxi by´va´ cˇasto pouzˇit bilinea´rn´ı diagram materia´lu at’ uzˇ idea´lneˇ plasticky´ nebo s
mı´rny´m zpevneˇn´ım. Dojde-li k plasticke´mu chova´n´ı, mu˚zˇe pr˚ubeˇh napeˇt´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu
obsahovat ostre´ hrany. Aplikujeme-li kvadraturn´ı pravidla na takovy´to pr˚ubeˇh, vy´sledek
bude vzˇdy zat´ızˇen chybou. Ilustraci te´to chyby pro konkre´tn´ı prˇ´ıklad mu˚zˇeme videˇt na
Obr. 7.
Prˇedpokla´dejme idea´lneˇ plasticky´ diagram materia´lu a soucˇasneˇ, zˇe napeˇt´ı na pr˚urˇezu
dosa´hlo meze kluzu fy na polovineˇ vy´sˇky h (Obr. 7).
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V soucˇasne´ dobeˇ je standardneˇ pouzˇito Gauss-Lobattovo kvadraturn´ı pravidlo s dev´ıti
integracˇn´ımi body na jednu vrstvu. Pro u´cˇely testova´n´ı je mozˇne´ toto nastaven´ı meˇnit
pouze v knihovneˇ FemPnLin (Kap. 3.1), ve ktere´ je mozˇne´ nastavit maxima´lneˇ dvacet
integracˇn´ıch bod˚u.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0.95
0.96
0.97
0.98
0.99
1
1.01
1.02
1.03
1.04
1.05
1.06
1.07
1.08
1.09
1.1
n - pocˇet integracˇn´ıch bod˚u
M
-
m
om
en
t
[N
.m
]
Analyticke´ rˇesˇen´ı M = 1
Gauss-Lobattovo kvadraturn´ı pravidlo
Gaussovo kvadraturn´ı pravidlo
σ
z
h
4
h
4
fy
−fy
h
2
0
−h2
+
-
M
Obra´zek 7: Srovna´n´ı numericky´ch kvadraturn´ıch pravidel s analyticky´m rˇesˇen´ım na
prˇ´ıkladu integrace napeˇt´ı σ prˇes vy´sˇku pr˚urˇezu h. Pro bilinea´rn´ı pracovn´ı digram bez
zpevneˇn´ı uvazˇujme, zˇe pr˚urˇez dosa´hl meze kluzu fy na polovineˇ vy´sˇky h.
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1.3 Vektor pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı vrstvy
Nejvy´znamneˇjˇs´ı vstupn´ı velicˇinou pro materia´loveˇ nelinea´rn´ı krok vy´pocˇtu je celkovy´
vektor pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı ε konecˇne´ho prvku (11), ktery´ je z´ıska´n, po vyrˇesˇen´ı sou-
stavy rovnic cele´ konstrukce (9), z celkove´ho vektoru uzlovy´ch parametr˚u deformace de
konecˇne´ho prvku (10).
K · d = f (9)
de =
[
ux uy uz ϕx ϕy ϕz
]T
(10)
ε =
[
κx κy κxy γxz γyz εx εy γxy
]T
(11)
κx =
∂ϕy
∂x
κy = −∂ϕx
∂y
κxy =
∂ϕy
∂y
− ∂ϕx
∂x
γxz =
∂uz
∂x
+ ϕy γyz =
∂uz
∂y
− ϕx
εx =
∂ux
∂x
εy =
∂uy
∂y
γxy =
∂ux
∂y
+
∂uy
∂x
Pro vy´pocˇet vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı vrstvy mus´ıme zave´st prˇedpoklad, zˇe hmotna´
norma´la ke strˇednicove´ rovineˇ z˚usta´va´ i po pr˚uhybu desky prˇ´ıma´, nezakrˇivena´. Pokud je
tento prˇedpoklad splneˇn, pak pr˚ubeˇh pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu je vzˇdy
linea´rn´ı (Obr. 8).
x p
z p
y p
κyx   
κxy  
κx
 κy
εy γyx
γxyεx
Obra´zek 8: Pr˚ubeˇh pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu.
Prˇevod celkove´ho vektoru pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı ε na vektory pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı
jednotlivy´ch vrstev εlr,i pro i = 1, 2 ..., Ni se provede podle vztahu (12), kde zlr,i pro
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i = 1, 2 ..., Ni je porˇadnice definuj´ıc´ı polohu vrstvy.
εlr,i =

εlr,i,x
εlr,i,y
γlr,i,xy
 =

εx + κx zlr,i
εy + κy zlr,i
γxy + κxy zlr,i
 (12)
Nen´ı-li splneˇn prˇedpoklad zachova´n´ı prˇ´ımosti hmotne´ norma´ly, pak docha´z´ı k neprˇesnosti
ve vy´pocˇtu celkove´ tuhosti konecˇne´ho plosˇne´ho prvku. Vy´znamne´ zalomen´ı hmotne´ norma´ly
si ukazˇme na prˇ´ıkladu trˇ´ıvrstve´ desky zat´ızˇene´ ohybem (Obr. 9). Tuhost krajn´ıch vrstev
je rˇa´doveˇ veˇtsˇ´ı nezˇ tuhost strˇedn´ı vrstvy. Neprˇesnost vy´pocˇtu je u´meˇrna´ velikosti zalo-
men´ı hmotne´ norma´ly. Zalomen´ı hmotne´ norma´ly je ovlivneˇno okrajovy´mi podmı´nkami,
prˇedevsˇ´ım vsˇak pomeˇrem tuhost´ı mezi jednotlivy´mi vrstvami. Na prakticky´ch prˇ´ıkladech
tenky´ch desek lze uka´zat, zˇe pokud je pomeˇr tuhost´ı mezi jednotlivy´mi vrstvami do cˇtyrˇ
rˇa´d˚u, pak lze zalomen´ı hmotne´ norma´ly zanedbat. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe by byl pomeˇr tuhost´ı
jesˇteˇ veˇtsˇ´ı, pak takove´ zada´n´ı nen´ı vhodne´ rˇesˇit pomoc´ı plosˇny´ch konecˇny´ch prvk˚u, ale
je nutne´ pouzˇ´ıt teˇlesove´ konecˇne´ prvky. Pokud ma´me k dispozici ekvivalentn´ı materia´loveˇ
nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı, jak pro plosˇny´ vrstevnaty´ prvek, tak pro teˇlesovy´ prvek, potom mu˚zˇeme
pomoc´ı teˇlesovy´ch prvk˚u oveˇrˇit prˇesnost rˇesˇen´ı plosˇne´ho vrstevnate´ho prvku.
z p
E lr,a
E lr,a
E lr,b E lr,a<<
x p, y p
Obra´zek 9: Zalomen´ı hmotne´ norma´ly trˇ´ıvrstve´ desky po zat´ıˇzen´ı ohybem.
1.4 Vektor vnitrˇn´ıch sil
Vektor vnitrˇn´ıch sil je sestaven ze trˇech ohybovy´ch moment˚u mx, my, mxy, dvou smy-
kovy´ch sil vx, vy a trˇech membra´novy´ch sil nx, ny, nxy. Ohybove´ momenty a membra´nove´
s´ıly z´ıska´me integrac´ı prˇ´ıslusˇny´ch cˇlen˚u vektoru napeˇt´ı vrstvy σlr,i (13), ktery´ mus´ı by´t
prˇed integrac´ı transformova´n do plana´rn´ıho sourˇadne´ho syste´mu xP, yP.
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σlr,i =
[
σlr,i,x σlr,i,y τlr,i,xy
]T
(13)
Smykove´ s´ıly z´ıska´me integrac´ı prˇ´ıslusˇny´ch slozˇek smykovy´ch napeˇt´ı τlr,i,xz, τlr,i,yz.
K vy´pocˇtu smykove´ napjatosti jednotlivy´ch vrstev (14) pouzˇijeme smykove´ s´ıly v
(it−1)
x , v
(it−1)
y
z prˇedesˇle´ iterace vy´pocˇtu a pr˚urˇezove´ charakteristiky zohlednˇuj´ıc´ı tuhost jednotlivy´ch vrs-
tev (ve jmenovateli staticky´ moment, v cˇitateli moment setrvacˇnosti). Nelinea´rn´ı pr˚ubeˇh
vsˇech slozˇek napeˇt´ı mu˚zˇeme videˇt na obra´zku (10), na ktere´m jsou cˇerveneˇ podbarveny
tazˇene´ vrstvy a modrˇe tlacˇene´ vrstvy.
τlr,i,xz =
v(it−1)x
∫ h
zlr
Elr,x zlr dzlr
b
∫
h
Elr,x z
2
lr dzlr
τlr,i,yz =
v(it−1)y
∫ h
zlr
Elr,y zlr dzlr
b
∫
h
Elr,y z
2
lr dzlr
(14)
x p
z p
y p
 
 
 
 σy
τyx
τxy
σx τxz
τyz
Obra´zek 10: Uka´zka nelinea´rn´ıho pr˚ubeˇhu napeˇt´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu.
Samotne´ sestaven´ı vektoru vnitrˇn´ıch sil provedeme integrac´ı napeˇt´ı k strˇednicove´ rovineˇ
konecˇne´ho prvku podle vztahu (15).
σ =
[
mx my mxy vx vy nx ny nxy
]T
(15)
mx =
∫
h
σlr,x zlr dzlr my =
∫
h
σlr,y zlr dzlr mxy =
∫
h
τlr,xy zlr dzlr
vx =
∫
h
τlr,xz dzlr vy =
∫
h
τlr,yz dzlr
nx =
∫
h
σlr,x dzlr ny =
∫
h
σlr,y dzlr nxy =
∫
h
τlr,xy dzlr
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1.5 Algoritmus vy´pocˇtu konstitutivn´ı matice tuhosti vrstevnate´ho sko-
rˇepinove´ho prvku
Materia´lova´ matice tuhosti D je tvorˇena z jednotlivy´ch materia´lovy´ch matic tuhosti vrstev
clr,i transformovany´ch do plana´rn´ıho sourˇadne´ho syste´mu x
P, yP. Z geometrie pr˚urˇezu
potrˇebujeme da´le zna´t polohu vrstev zlr,i a vy´sˇku jednotlivy´ch vrstev hlr,i, ktera´ nen´ı
obsazˇena v materia´love´ matici tuhosti vrstvy clr,i z d˚uvodu numericke´ integrace.
Pro sestaven´ı materia´love´ matice tuhosti D pouzˇijeme konstitutivn´ı vztah (16). Pokud
zvol´ıme prvn´ı cˇlen κx vektoru pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı ε
P roven jedne´ a ostatn´ı cˇleny tohoto
vektoru jsou rovny nule, pak vektor vnitrˇn´ıch sil σ je roven prvn´ımu sloupci materia´love´
matice tuhosti D. Te´to vlastnosti vyuzˇijeme pro sestaven´ı prvn´ıch trˇech a posledn´ıch trˇech
sloupc˚u materia´love´ matice tuhosti D.
σ = D ε (16)
mx
my
mxy
vx
vy
nx
ny
nxy

=

D11 0 0 0 0 0 0 0
D21 0 0 0 0 0 0 0
D31 0 0 0 0 0 0 0
D41 0 0 0 0 0 0 0
D51 0 0 0 0 0 0 0
D61 0 0 0 0 0 0 0
D71 0 0 0 0 0 0 0
D81 0 0 0 0 0 0 0

·

κx = 1
0
0
0
0
0
0
0

⇒
D11 = mx
D21 = my
D31 = mxy
D41 = vx
D51 = vy
D61 = nx
D71 = ny
D81 = nxy
Vektor pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı ε, ktery´ obsahuje nenulovou pouze zvolenou krˇivost
κx = 1, prˇerozdeˇl´ıme do jednotlivy´ch vrstev εlr,i pomoc´ı vztahu (12). Materia´lovou matici
tuhosti vrstvy clr,i z´ıskanou materia´loveˇ nelinea´rn´ım rˇesˇen´ım vyna´sob´ıme zvoleny´m vekto-
rem pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı εlr,i podle vztahu (17). Napjatost σlr,i v jednotlivy´ch vrstva´ch
integrujeme k strˇednicove´ rovineˇ konecˇne´ho prvku podle vztahu (15). Vy´sledny´ vektor
vnitrˇn´ıch sil σ dosad´ıme do prvn´ıho sloupce materia´love´ matice tuhosti D, protozˇe pro
zvolenou jednotkovou krˇivost κx = 1 se tyto cˇleny matic rovnaj´ı (16).
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σlr,i = clr,i εlr,i (17)
σlr,i,x
σlr,i,y
τlr,i,xy
 =

clr,i,xxxx clr,i,xxyy clr,i,xxxy
clr,i,yyxx clr,i,yyyy clr,i,yyxy
clr,i,xyxx clr,i,xyyy clr,i,xyxy
 ·

εlr,i,x
εlr,i,y
γlr,i,xy

Vy´sˇe popsanou pocˇetn´ı operaci opakujeme jesˇteˇ peˇtkra´t pro druhy´, trˇet´ı, sˇesty´, sedmy´
a osmy´ sloupec materia´love´ matice tuhosti D. Tato operace je za´meˇrneˇ vynecha´na pro
cˇtvrty´ a pa´ty´ sloupec materia´love´ matice tuhosti D, protozˇe smykova´ tuhost (cˇleny D44 a
D55) je vypocˇtena jiny´m zp˚usobem, viz. kapitola 1.6.1. Zvolene´ vstupn´ı vektory pomeˇrny´ch
prˇetvorˇen´ı ε a dalˇs´ı potrˇebne´ velicˇiny pro vy´pocˇet prˇ´ıslusˇny´ch cˇlen˚u materia´love´ matice
tuhosti D jsou uvedeny pro vsˇechny kroky v prˇehledove´ tabulce (4).
krok
potrˇebne´ vstupn´ı velicˇiny vypocˇtene´ cˇleny
pro dany´ krok vy´pocˇtu materia´love´ matice tuhosti
1 ε =
[
1 0 0 0 0 0 0 0
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D11, D21, D31, D61, D71, D81
2 ε =
[
0 1 0 0 0 0 0 0
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D12, D22, D32, D62, D72, D82
3 ε =
[
0 0 1 0 0 0 0 0
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D13, D23, D33, D63, D73, D83
4 ε =
[
0 0 0 0 0 1 0 0
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D16, D26, D36, D66, D76, D86
5 ε =
[
0 0 0 0 0 0 1 0
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D17, D27, D37, D67, D77, D87
6 ε =
[
0 0 0 0 0 0 0 1
]T
, εlr,i, hlr,i, zlr,i D18, D28, D38, D68, D78, D88
Tabulka 4: Prˇehled velicˇin jednotlivy´ch krok˚u vy´pocˇtu materia´love´ matice tuhosti.
Po dokoncˇen´ı sˇeste´ho kroku mu˚zˇe by´t materia´lova´ matice tuhosti D plna´ kromeˇ cˇtvrte´ho
a pa´te´ho sloupce i rˇa´dku, ktere´ jsou nulove´. Mı´ra plnosti materia´love´ matice tuhosti D je
za´visla´ na rˇadeˇ faktor˚u: naprˇ´ıklad na okrajovy´ch podmı´nka´ch, zp˚usobu zat´ızˇen´ı konecˇne´ho
prvku, typu pouzˇite´ho materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı, tvaru pracovn´ıho diagramu. Ma-
teria´lova´ matice tuhosti D je diagona´ln´ı, pokud jsou matice tuhosti vrstev clr,i izotropn´ı,
Poisson˚uv soucˇinitel ν je roven nule a soucˇasneˇ pokud je tuhost jednotlivy´ch vrstev v˚ucˇi
strˇednicove´ rovineˇ prvku symetricka´. Nejobecneˇjˇs´ı podoba materia´love´ matice tuhosti D
29
1 VRSTEVNATY´ SKORˇEPINOVY´ PRVEK
je uvedena ve vztahu (18).
D =

D11 D12 D13 0 0 D16 D17 D18
D21 D22 D23 0 0 D26 D27 D28
D31 D32 D33 0 0 D36 D37 D38
0 0 0 D44 D45 0 0 0
0 0 0 D54 D55 0 0 0
D61 D62 D63 0 0 D66 D67 D68
D71 D72 D73 0 0 D76 D77 D78
D81 D82 D83 0 0 D86 D87 D88

D44 = 0
D55 = 0
D45 = 0
(18)
Materia´lova´ matice tuhosti D je symetricka´ dokonce i mimodiagona´ln´ı submatice
o rozmeˇru 3×3 slozˇena´ z cˇlen˚uD16 azˇD38 je symetricka´ (19). Materia´lova´ matice tuhosti D
je potom slozˇena celkem z jednadvaceti neza´visly´ch cˇlen˚u Dij .
D =

D11 D12 D13 0 0 D16 D17 D18
D22 D23 0 0 D27 D28
D33 0 0 sym. D38
D44 D45 0 0 0
D55 0 0 0
D66 D67 D68
sym. D77 D78
D88

(19)
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1.6 Smykove´ cˇleny materia´love´ matice tuhosti
1.6.1 Smykova´ tuhost se zohledneˇn´ım pode´lne´ho zmeˇkcˇen´ı vrstev
Pro zkompletova´n´ı vsˇech cˇlen˚u materia´love´ matice tuhosti D zby´va´ stanovit smykovou tu-
host ve smeˇru osy x tedy cˇlen D44 (20), smykovou tuhost ve smeˇru osy y tedy cˇlen D55 (21).
Uvedene´ vztahy jsou slozˇeny ze smykovy´ch modul˚u jednotlivy´ch vrstev v prˇ´ıslusˇny´ch
smeˇrech Glr,i,x, Glr,i,y a z idea´ln´ıch pr˚urˇezovy´ch charakteristik (staticky´ moment, moment
setrvacˇnosti) zohlednˇuj´ıc´ı tuhost jednotlivy´ch vrstev. Numericke´ integrace se neobejdou
bez znalosti geometrie pr˚urˇezu, tedy bez polohy zlr,i a vy´sˇky hlr,i jednotlivy´ch vrstev.
D44 =
1
∫
h
1
Glr,i,x

h∫
z
Elr,i,x zlr,i dz∫
h
Elr,i,x z
2
lr,i dz

2
dz
(20)
D55 =
1
∫
h
1
Glr,i,y

h∫
z
Elr,i,y zlr,i dz∫
h
Elr,i,y z
2
lr,i dz

2
dz
(21)
Smykova´ tuhost DS, D44, D55 je sestavena za prˇedpokladu zachova´n´ı prˇ´ımosti hmotne´
norma´ly, cozˇ mimo jine´ znamena´, zˇe jednotlive´ vrstvy jsou mezi sebou sprazˇeny. Vy´sˇe uve-
dene´ vztahy (20, 21) vycha´z´ı z ekvivalence doplnˇkove´ energie pro teˇlesovy´ a plosˇny´ konecˇny´
prvek (22). Zaj´ımavou a neˇkdy take´ neprˇ´ıjemnou vlastnost´ı vztah˚u (20, 21) je vy´znamna´
za´vislost smykove´ tuhosti na vrstveˇ s minima´ln´ım smykovy´m modulem pruzˇnosti Glr,i.
1
2
·
∫
h
τ2
G
dz =
1
2
· v
2
DS
(22)
∫
h
τ2
G
dz =
v2
DS
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DS =
v2∫
h
τ2lr,i
Glr,i
dz
=
v2∫
h
(
v Slr,i
b I
)2
Glr,i
dz
=
v2
∫
h
1
Glr,i

v
h∫
z
Elr,i zlr,i dz∫
h
Elr,i z
2
lr,i dz

2
dz
=
1
∫
h
1
Glr,i

h∫
z
Elr,i zlr,i dz∫
h
Elr,i z
2
lr,i dz

2
dz
=
∫
h
Elr,i z
2
lr,i dz
2
∫
h
1
Glr,i
 h∫
z
Elr,i zlr,i dz
2 dz
Smykova´ tuhost izotropn´ıho plosˇne´ho prvku je ve vsˇech smeˇrech stejna´ a pro beˇzˇny´
plosˇny´ konecˇny´ prvek, ktery´ nen´ı deˇlen na vrstvy, se smykova´ tuhost spocˇte podle zna´me´ho
vztahu (23), kde h je vy´sˇka cele´ho pr˚urˇezu.
DS = D44 = D55 =
5
6
Gh (23)
Pokud je tuhost v jednotlivy´ch vrstva´ch konstantn´ı, pak zjednodusˇen´ım obecne´ho
rˇesˇen´ı (20, 21) mus´ıme z´ıskat tuhost pro izotropn´ı desku (23). Tuto podmı´nku pouzˇijeme
pro kontrolu rˇesˇen´ı smykove´ tuhosti vrstevnate´ho plosˇne´ho prvku (24).
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DS =
1
∫
h
1
G

h∫
z
E z dz∫
h
E z 2 dz

2
dz
=
1∫
h
1
G
S2
I2
dz
=
GI2∫
h
S2 dz
=
GI2
h/2∫
−h/2
(
1
8
(h2 − 4 z2)
)2
dz
=
(24)
=
GI2
h/2∫
−h/2
1
64
(h4 − 8h2 z2 + 16 z4) dz
=
GI2
1
64
[
h4 z − 8h2 z33 + 16 z
5
5
]h/2
−h/2
=
=
GI2
1
64
[(
h4 h2 − 8h2
h3
8
3 + 16
h5
32
5
)
−
(
−h4 h2 + 8h2
h3
8
3 − 16
h5
32
5
)] =
=
G 1144 h
6
1
120 h
5
=
5
6
Gh
1.6.2 Horn´ı mez smykove´ tuhosti - Smykova´ za´vora
Rˇa´dove´ rozd´ıly mezi diagona´ln´ımi cˇleny matice tuhosti prvku Kelem maj´ı negativn´ı dopad
na rˇesˇen´ı soustavy linea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic. U plosˇny´ch konecˇny´ch prvk˚u rˇa´dove´
rozd´ıly vznikaj´ı u tenky´ch prvk˚u mezi ohybovy´mi DB a smykovy´mi DS cˇleny materia´love´
matice tuhosti D. Pomeˇr smykove´ tuhosti DS k ohybove´ DB roste s klesaj´ıc´ı tlousˇt’kou
prvku h. Tento numericky´ proble´m vznika´ u tenky´ch prvk˚u, protozˇe ohybova´ tuhost DB
klesa´ s trˇet´ı mocninou tlousˇt’ky prvku h. Rˇesˇen´ım numericke´ho proble´mu je sn´ızˇit smykovou
tuhost DS tak, aby se od urcˇite´ sˇt´ıhlosti prvku nezmensˇoval pomeˇr ohybove´ tuhosti DB k
smykove´ tuhosti DS (Obr. 11). U dostatecˇneˇ tenke´ desky je celkova´ deformace u slozˇena
prˇeva´zˇneˇ z ohybove´ deformace ub, smykova´ deformace us tvorˇ´ı minima´ln´ı cˇa´st. Proto si
mu˚zˇeme dovolit rˇa´doveˇ sn´ızˇit smykovou tuhost DS, anizˇ bychom se dopustili vy´znamne´
chyby v celkove´ deformaci u.
Horn´ı mez smykove´ tuhosti DS,max (25) urcˇ´ıme pomoc´ı elasticke´ smykove´ tuhosti DS,el
a soucˇinitele smykove´ za´vory βshear locking (26). Maxima´ln´ı smykova´ tuhost DS,max se urcˇ´ı
jednou na zacˇa´tku vy´pocˇtu. Pokud by se maxima´ln´ı tuhost DS,max upravovala pr˚ubeˇzˇneˇ
beˇhem rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic, tak mu˚zˇe docha´zet k divergenci
rˇesˇen´ı obvykle ve formeˇ oscilace.
DS,max = βshear locking DS,el (25)
33
1 VRSTEVNATY´ SKORˇEPINOVY´ PRVEK
h
Lc
us
ub
0.0001
0.001
0.01
0.1
0.01 0.1 1 10
smykova´ za´vora
Obra´zek 11: Porovna´n´ı rˇesˇen´ı bez smykove´ za´vory (cˇerveneˇ) a rˇesˇen´ı se smykovou
za´vorou (zeleneˇ). Na vodorovne´ ose je pomeˇr tlousˇt’ky prvku h k jeho charakteristicke´ de´lce
Lc. Na svisle´ ose je pomeˇr smykove´ deformace us k ohybove´ deformaci ub.
Soucˇinitel smykove´ za´vory βshear locking ∈ (0, 1〉 (26) vycha´z´ı prˇ´ımo z pomeˇru ohy-
bovy´ch cˇlen˚u D11,el, D22,el a smykovy´ch cˇlen˚u D44,el, D55,el elasticke´ matice tuhosti, da´le
z plochy prvku Aelem a konstanty Φtype (27) za´visle´ na typu prvku. Soucˇinitel smykove´
za´vory βshear locking (26) je neza´visly´ na tom, zda je materia´lova´ matice tuhosti D izotropn´ı
nebo ortotropn´ı.
βshear locking = min
(
D11,el +D22,el
D44,el +D55,el
· Φtype
Aelem
, 1
)
(26)
Φtype =
 60 ,  element20 , 4 element (27)
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2 Materia´love´ modely
2.1 Izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticky´ materia´lovy´ model
2.1.1 Za´kladn´ı prˇedpoklady materia´love´ho modelu
Chova´n´ı tohoto modelu se da´ popsat tak, zˇe pokud je zat´ızˇen, a pak se zat´ızˇen´ı odstran´ı,
materia´l se vrac´ı do sve´ho p˚uvodn´ıho tvaru bez odvodu energie z tohoto procesu (proces
je konzervativn´ı) [1]. Nevznika´ zˇa´dna´ trvala´ deformace, kterou bychom mohli pozorovat
po odt´ızˇen´ı.
ε
σ
ε1 ε2 ε3 ε4
σ1
σ2
σ3
σload
εpl = 0
Obra´zek 12: Pracovn´ı diagram zna´zornˇuje nelinea´rneˇ elasticke´ chova´n´ı materia´lu. Ma-
teria´l je zat´ıˇzen (cˇervene´ sˇipky) i odt´ıˇzen (zelene´ sˇipky) pode´l stejne´ krˇivky a nevznikaj´ı
zˇa´dne´ trvale´ deformace.
Ma´me da´ny za´kladn´ı charakteristiky isotropn´ıho materia´lu jako je modul pruzˇnosti E,
Poisson˚uv soucˇinitel ν a smykovy´ modul G = E/(2 (1 + ν)), ze ktery´ch mu˚zˇeme sestavit
isotropn´ı elastickou matici tuhosti materia´lu cel. V linea´rn´ı oblasti potom pro vektor napeˇt´ı
σ plat´ı
σ =

σx
σy
τxy
 =

E
1−ν2
ν E
1−ν2 0
ν E
1−ν2
E
1−ν2 0
0 0 G
 ·

εx
εy
γxy
 = cel ε. (28)
V nelinea´rn´ı oblasti je napeˇt´ı σ (29) stanoveno pomoc´ı skala´rn´ıho koeficientu k(σ, ε)
jako meˇrˇ´ıtka materia´love´ matice cel.
σ = k(σ, ε) cel ε (29)
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Meˇjme tahovy´ diagram materia´lu. Prˇijmeˇme, zˇe ekvivalentn´ı napeˇt´ı σeq, potazˇmo ekvi-
valentn´ı prˇetvorˇen´ı εeq je stanoveno naprˇ´ıklad podle teorie von Mises. Potom meˇrˇ´ıtko k
lze vycˇ´ıst prˇ´ımo z diagramu (Obr. 13) za jednoduche´ho prˇedpokladu, zˇe norma tenzoru
vy´sledne´ho napeˇt´ı odpov´ıda´ hodnoteˇ v diagramu pro jednoosou napjatost.
ε
σ
ft
σeq, load
σeq,el = E εeq
εeq
σeq
E = ∂σ∂ε (0)
k =
σeq
σeq,el
lin
ea´
rn´
ı
m
at
er
ia´
l
Obra´zek 13: Koeficient k stanov´ıme jako pomeˇr ekvivalentn´ıho napeˇt´ı σeq (zeleny´ bod)
ku elasticke´mu ekvivalentn´ımu napeˇt´ı σeq,el (cˇerveny´ bod).
Pro tento materia´lovy´ model mus´ı by´t zada´n konstitutivn´ı vztah definuj´ıc´ı za´vislost
napeˇt´ı σ na prˇetvorˇen´ı ε pro jednoosou napjatost
σ = f(ε), (30)
ktery´ nazveme pracovn´ım diagramem. Pokud by byl zada´n pracovn´ı diagram a soucˇasneˇ
modul pruzˇnosti E jako samostatny´ u´daj, pak je nutne´ zajistit, aby derivace grafu v bodeˇ
nula byla rovna modulu pruzˇnosti
df
dε
(0) = E. (31)
Prˇevodem pracovn´ıho diagramu na krˇivku zpevneˇn´ı (32) zabra´n´ıme prˇ´ıpadne´ dvojznacˇnosti
zada´n´ı. Z hlediska implementace je to vhodne´ rˇesˇen´ı, protozˇe se vyhneme nutnosti kontro-
lovat modul pruzˇnosti E dle vztahu (31).
σ¯i = σi+1 (32)
ε¯i = εi+1 − σi+1
E
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ε
σ
ε1 ε2 ε3 ε4 ε5
σ1
σ2 = ft
σ3
σ4
σ5
E = ∂σ∂ε (0)
Pracovn´ı diagram
ε¯
σ¯
ε¯1 ε¯2 ε¯3 ε¯4
σ¯1 = ft
σ¯2
σ¯3
σ¯4
Krˇivka zpevneˇn´ı
Obra´zek 14: Prˇevod pracovn´ıho diagramu na krˇivku zpevneˇn´ı podle rovnice (32).
Krˇivka zpevneˇn´ı mus´ı splnˇovat na´sleduj´ıc´ı podmı´nky:
• Funkce polygona´ln´ıho pr˚ubeˇhu mus´ı by´t spojita´. Povoleny jsou vodorovne´, stoupaj´ıc´ı
i klesaj´ıc´ı veˇtve.
• Funkce mus´ı procha´zet I. kvadrantem.
• Polygon mus´ı by´t definova´n minima´lneˇ dveˇma uzly, prˇicˇemzˇ prvn´ı uzel polygonu
mus´ı lezˇet na svisle´ ose ε¯1 = 0 a soucˇasneˇ σ¯1 > 0.
• Jednotlive´ uzly mus´ı by´t serˇazeny v datove´m poli podle pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı od
nejmensˇ´ı po nejveˇtsˇ´ı hodnotu ε¯i < ε¯i+1. Libovolna´ dvojice uzl˚u nesmı´ lezˇet prˇesneˇ
nad sebou.
• Maxima´ln´ı pocˇet uzl˚u je technicky omezen pouze velikost´ı cˇtyrˇbytove´ho cele´ho cˇ´ısla
a velikost´ı pameˇti. Ovsˇem prˇ´ıliˇs jemneˇ aproximovana´ funkce polygonem o velke´m
mnozˇstv´ı uzl˚u vy´pocˇet vy´razneˇ zpomal´ı a neprˇinese vy´znamne´ zprˇesneˇn´ı vy´pocˇtu.
Doporucˇena´ maxima´ln´ı hodnota celkove´ho pocˇtu uzl˚u je cˇtyrˇicet. Tento pozˇadavek
je podstatny´ pouze z d˚uvodu rychlosti vy´pocˇtu.
2.1.2 Postup vy´pocˇtu
Ze zadany´ch materia´lovy´ch charakteristik E, ν a G sestav´ıme elastickou izotropn´ı matici
tuhosti materia´lu
cel =

E
1−ν2
ν E
1−ν2 0
ν E
1−ν2
E
1−ν2 0
0 0 G
 , (33)
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prˇicˇemzˇ pro izotropn´ı materia´l mezi materia´lovy´mi charakteristikami plat´ı
G =
E
2 (1 + ν)
. (34)
Soucˇinem celkove´ho vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı ε a elasticke´ matice tuhosti cel z´ıska´me
elasticky´ obraz napeˇt´ı
σel = cel ε =
[
σx σy τxy
]T
, (35)
ktery´ transformujeme o u´hel
α1 =
1
2
arctan
(
2 τxy
σx − σy
)
(36)
do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
τmax =
1
2
√
σ2x + σ
2
y − 2 σx σy + 4 τ2xy, (37)
σ1 =
σx + σy
2
+ τmax, (38)
σ2 =
σx + σy
2
− τmax. (39)
Podle zvolene´ho typu krˇivky nelinea´rn´ı elasticity stanov´ıme ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı
σeq,el. Pro materia´l se stejnou pevnost´ı v tahu i tlaku ft = fc se mu˚zˇe pouzˇ´ıt krite´rium
podle Richarda von Misese
σeq,el,Mises =
√
σ21 − σ1 σ2 + σ22 (40)
nebo prˇ´ısneˇjˇs´ı krite´rium podle Henriho Tresci
σeq,el,Tresca = max(|σ1 − σ2|, |σ2|, |σ1|). (41)
Pro materia´ly s r˚uznou pevnost´ı v tahu a tlaku na mezi kluzu ft 6= fc lze pouzˇ´ıt
krite´rium Mohr-Coulomb (42) nebo Drucker-Prager (43).
σeq,el,mc =
m+ 1
2m
max(|σ1 − σ2|+ P (σ1 + σ2), |σ1|+ P σ1, |σ2|+ P σ2) (42)
σeq,el,dp =
m− 1
2m
(σ1 + σ2) +
m+ 1
2m
√
σ21 − σ1 σ2 + σ22 (43)
m =
fc
ft
, P =
m− 1
m+ 1
(44)
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Podrobneˇjˇs´ı popis jednotlivy´ch krite´ri´ı vcˇetneˇ graficke´ho zna´zorneˇn´ı je uveden v sa-
mostatny´ch kapitola´ch: 2.1.4 (von Mises), 2.1.5 (Tresca), 2.1.6 (Mohr-Coulomb) a 2.1.7
(Drucker-Prager).
Na za´kladeˇ stanovene´ho ekvivalentn´ıho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı odpov´ıdaj´ıc´ıho pevnosti
v tahu na mezi kluzu ft
εeq,yield =
ft
E
(45)
a celkove´ho ekvivalentn´ıho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı odpov´ıdaj´ıc´ıho ekvivalentn´ımu elasticke´mu
napeˇt´ı σeq,el
εeq =
σeq,el
E
(46)
rozhodneme o chova´n´ı materia´lu. Jestlizˇe εeq ≤ εeq,yield, pak se materia´l chova´ linea´rneˇ a
vy´sledny´m rˇesˇen´ım je
σ = σel, (47)
c = cel. (48)
Relativn´ı vzda´lenost linea´rn´ıho rˇesˇen´ı σeq,el od meze kluzu σeq,yield vyjadrˇuje krite´rium
fcriterion = min
(
εeq
εeq,yield
, 1
)
, (49)
ktere´ na´m rˇ´ıka´, o kolik mu˚zˇeme konstrukci prˇit´ızˇit, neˇzˇ se zacˇne materia´l chovat nelinea´rneˇ.
Jestlizˇe εeq > εeq,yield, pak se materia´l chova´ nelinea´rneˇ. Prˇevedeme zadanou krˇivku
zpevneˇn´ı na pracovn´ı diagram a z neˇj odecˇteme vy´sledne´ ekvivalentn´ı napeˇt´ı
σeq = f(εeq). (50)
Pomoc´ı korekcˇn´ıho soucˇinitele
k =
σeq
σeq,el
(51)
stanov´ıme zby´vaj´ıc´ı vy´sledne´ velicˇiny, jako je opraveny´ vektor napeˇt´ı
σ = k σel, (52)
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σ1
σ2
‖σ p
ri
nc
ip
al
‖
‖σ
pr
in
ci
pa
l,e
l‖
σprincipal,el = [σ1, σ2]
σprincipal = [σ¯1, σ¯2]
0
k =
‖σprincipal‖
‖σprincipal,el‖ =
√
σ¯21+σ¯
2
2√
σ21+σ
2
2
Obra´zek 15: Graficke´ zna´zorneˇn´ı rˇesˇen´ı korekcˇn´ıho soucˇinitele k v rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı
pro krˇivku obecne´ho krite´ria.
elastickou slozˇku vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı
εel = k ε, (53)
ekvivalentn´ı elasticke´ pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı
εeq,el =
σeq
E
= k εeq, (54)
nelinea´rn´ı (pseudo-plastickou) slozˇku vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı
ε¯pl = ε− εel = (1− k) ε, (55)
a ekvivalentn´ı nelinea´rn´ı (pseudo-plasticke´) pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı
ε¯eq,pl = εeq − εeq,el = (1− k) εeq. (56)
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ε
σ
εeq,yield
ε¯eq,pl εeq,el
εeq
ft
σeq
σeq,el
arctan(E) arctan(E)
‖
‖
Obra´zek 16: Na pracovn´ım diagramu je zna´zorneˇn vy´pocˇet ekvivalentn´ıho nelinea´rn´ıho
pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı ε¯eq,pl, ktere´ pro podobnost s plasticky´m prˇetvorˇen´ım εeq,pl oznacˇme
pseudo-plasticke´. Toto prˇetvorˇen´ı je nenulove´ pouze pokud nedojde k odt´ıˇzen´ı konstrukce.
2.1.3 Stanoven´ı konstitutivn´ı matice tuhosti
Pro rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic Picardovou i Newton-Raphsonovou
metodou pouzˇijeme secˇnou matici tuhosti materia´lu csecant. Samotny´ postup vy´pocˇtu na´m
umozˇnˇuje prˇ´ımo urcˇit secˇny´ modul pruzˇnosti Esecant, ze ktere´ho stanov´ıme secˇnou izotropn´ı
matici tuhosti materia´lu csecant (58). Pro vy´pocˇet secˇne´ho modulu pruzˇnosti Esecant (57)
potrˇebujeme zna´t rˇesˇen´ı z posledn´ı iterace prˇedesˇle´ho zateˇzˇovac´ıho kroku ε
(ic−1)
eq , σ
(ic−1)
eq a
z aktua´lneˇ rˇesˇene´ iterace aktua´ln´ıho zateˇzˇovac´ıho kroku ε
(ic,it)
eq , σ
(ic,it)
eq (Obr. 17).
Esecant =
∆σeq
∆εeq
=
σ
(ic,it)
eq − σ(ic−1)eq
ε
(ic,it)
eq − ε(ic−1)eq
(57)
csecant =

Esecant
1−ν2
ν Esecant
1−ν2 0
ν Esecant
1−ν2
Esecant
1−ν2 0
0 0 Esecant2 (1+ν)
 = EsecantE cel (58)
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ε
σ
1. zateˇzˇovac´ı krok
2. zateˇzˇovac´ı krok
ε
(ic−1)
eq ε
(ic,it)
eq
∆εeq
σ
(ic−1)
eq
σ
(ic,it)
eq
∆σeq
E
E s
ec
an
t,
0
Esec
ant
0
Obra´zek 17: Graficke´ zna´zorneˇn´ı r˚uzny´ch postup˚u stanoven´ı modulu pruzˇnosti, ktere´ jsou
za´visle´ na zvolene´ metodeˇ rˇesˇen´ı nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic.
Matice tuhosti csecant (58) sestavena´ t´ımto postupem nen´ı tecˇna´, protozˇe se nejedna´
o analyticke´ rˇesˇen´ı derivace vy´sledne´ho napeˇt´ı σ podle prˇetvorˇen´ı ε. S rostouc´ım pocˇtem
zateˇzˇovac´ıch krok˚u se secˇna´ matice tuhosti pouze prˇiblizˇuje tecˇne´ i prˇes tento nedostatek,
vy´pocˇet relativneˇ rychle konverguje.
V prˇ´ıpadeˇ, zˇe se pokousˇ´ıme prˇekonat vodorovne´ nebo klesaj´ıc´ı veˇtve pracovn´ıho di-
agramu, tak dosa´hneme singula´rn´ıho rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic.
Matice tuhosti csecant sestavena pro vodorovnou veˇtev diagramu je rovna nule a pro kle-
saj´ıc´ı veˇtev diagramu jsou cˇleny matice tuhosti cij za´porne´.
Je-li pouzˇita Picardova metoda a soucˇasneˇ pracovn´ı diagram s vodorovnou nebo kle-
saj´ıc´ı veˇtv´ı, je mozˇne´ u´lohu rˇesˇit pouze v jednom zateˇzˇovac´ım kroku. V prˇ´ıpadeˇ Newton-
Raphsonovy metody je mozˇne´ takove´ u´lohy rˇesˇit pomoc´ı secˇne´ matice tuhosti procha´zej´ıc´ı
vzˇdy pocˇa´tkem pracovn´ıho diagramu csecant,0 (59) a to i za pouzˇit´ı v´ıce zateˇzˇovac´ıch krok˚u.
Potom mu˚zˇeme hovorˇit o urcˇite´ modifikaci Newton-Raphsonovy metody. Takto zvoleny´
postup vede k pomalejˇs´ı konvergenci, ale k robustneˇjˇs´ımu rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ıch
algebraicky´ch rovnic.
csecant,0 =
Esecant,0
E
cel = k cel (59)
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2.1.4 Projekce krite´ria von Mises do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
Transformujme rovnici pro ekvivalentn´ı napeˇt´ı podle von Misese
σ2x + σ
2
y − σx σy + 3 τ2xy = σ2eq (60)
do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
σ21 + σ
2
2 − σ1 σ2 = σ2eq . (61)
Potrˇebujeme upravit rovnici (61) do elipsoidove´ho tvaru. Tato rovnice je elipsoid po-
otocˇeny´ o u´hel 45o. V trojrozmeˇrne´m prostoru je obecny´ tvar posunute´ho a pootocˇene´ho
elipsoidu se strˇedem σ0 da´n vztahem
(σ − σ0)T A−1 (σ − σ0) = 1 , (62)
kde A je pozitivneˇ definitn´ı cˇtvercova´ matice, jej´ızˇ vlastn´ı vektory definuj´ı hlavn´ı smeˇry
elipsoidu a vlastn´ı cˇ´ısla A jsou cˇtverce poloos. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ lezˇ´ı strˇed v pocˇa´tku
σ0 = 0, potom mu˚zˇeme napsat
[
σ1 σ2
] 1
σ2eq
 1 −12
−12 1
 σ1
σ2
 = 1 , (63)
cozˇ dokazuje, zˇe se jedna´ o elipsoid v obecne´m tvaru (62). Toto mu˚zˇeme take´ demonstrovat
prˇ´ımo pouzˇit´ım rovinne´ transformace
v
′
= R−1 v⇐⇒ v = R v′ (64)x′
y
′
 =
 c s
−s c
 x
y
⇐⇒
x
y
 =
c −s
s c
 x′
y
′
 (65)
a dosazen´ım x ≡ σ1, x ≡ σ2 transformujeme rovnici (61) o u´hel 45o (s = sin 45o = c =
cos 45o = 1√
2
)
(
1√
2
)2
(σ
′
1 − σ
′
2)
2 +
(
1√
2
)2
(σ
′
1 + σ
′
2)
2 −
(
1√
2
)2
(σ
′
1 + σ
′
2) (σ
′
1 − σ
′
2) = σ
2
eq , (66)
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cozˇ vede na kanonicky´ tvar elipsy (67), ze ktere´ho lze prˇ´ımo urcˇit velikost hlavn´ıch poloos
a =
√
2 σeq, b =
√
2
3 σeq.
σ
′
1
2(√
2 σeq
)2 + σ′22(√
2
3 σeq
)2 = 1 (67)
σ1
σ2 σ
′
1
σ
′
2
σeq = ft
−σeq
σeq
−σeq = −fc
a
b
45o
a =
√
2 σeq
b =
√
2
3 σeq
Obra´zek 18: Projekce krite´ria von Mises (cˇervena´ elipsa) do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
σ1 a σ2.
2.1.5 Projekce krite´ria Tresca do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
Krite´rium Tresca je pojmenova´no podle sve´ho autora Henriho Tresci [25]. Toto krite´rium je
zna´mo take´ jako teorie maxima´ln´ıho smykove´ho napeˇt´ı (MSST). V rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı
mu˚zˇeme krite´rium Tresca vyja´drˇit jako
σeq = max(|σ1 − σ2|, |σ2|, |σ1|). (68)
Krite´ria Tresca (68) a von Mises (61) jsou shodna´ v prˇ´ıpadeˇ jednoose´ho nebo dvouose´ho
rovnomeˇrne´ho nama´ha´n´ı. U jiny´ch napeˇt’ovy´ch stav˚u vede krite´rium Tresca na veˇtsˇ´ı ne-
linea´rn´ı (pseudo-plasticke´) prˇetvorˇen´ı ε¯pl (55). Maxima´ln´ı odchylka mezi teˇmito dveˇma
modely nastane ve stavu cˇiste´ho smyku. V tomto stavu napjatosti dosa´hne krite´rium Tre-
sca meze napeˇt´ı, ktere´ je rovno 86.6% meze napeˇt´ı podle von Misese (Obr. 19).
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σ1 − σ2 = σeq
σ2 − σ1 = σeq
σ2 = σeq
σ2 = −σeq
σ1 = σeqσ1 = −σeq
σ1
σ2
σeq = ft
−σeq
σeq
−σeq = −fc
von Mises
Tresca
0
Obra´zek 19: Projekce krite´ria Tresca v rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı σ1 a σ2. Elipsa zobrazena
cˇa´rkovanou cˇarou prˇedstavuje krite´rium podle von Misese.
2.1.6 Projekce krite´ria Mohr-Coulomb do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
Krite´rium Mohr-Coulomb je podobne´ jako krite´rium podle Tresci, ale nav´ıc umozˇnˇuje
pracovat s materia´ly, ktere´ maj´ı rozd´ılnou tahovou a tlakovou pevnost na mezi kluzu
ft 6= fc. V rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı mu˚zˇeme krite´rium Mohr-Coulomb vyja´drˇit jako
fc =
m+ 1
2
max(|σ1 − σ2|+ P (σ1 + σ2), |σ1|+ P σ1, |σ2|+ P σ2), (69)
m =
fc
ft
, (70)
P =
m− 1
m+ 1
. (71)
Rovnice (69) se zjednodusˇ´ı na krite´rium podle Tresci (68), pokud jsou si pevnosti v
tahu a tlaku rovny ft = fc.
Meˇjme prˇedpoklad, zˇe pro libovolny´ stav napjatosti je pomeˇr pevnosti v tlaku ku
pevnosti v tahu vzˇdy konstantn´ı. Tento pomeˇr je da´n pomeˇrem pevnosti fc ku ft na mezi
kluzu (70). Potom mu˚zˇeme pro libovolne´ nove´ pevnosti napsat fc,n = n fc a ft,n = n ft.
Dosazen´ım novy´ch pevnost´ı do rovnice (69) z´ıska´me pomeˇr
n =
1
fc
m+ 1
2
max(|σ1 − σ2|+ P (σ1 + σ2), |σ1|+ P σ1, |σ2|+ P σ2), (72)
za pomoci ktere´ho definujeme ekvivalentn´ı napeˇt´ı σeq (73) jako pr˚usecˇ´ık krite´ria Mohr-
Coulomb s osou σ1 v rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı (Obr. 21).
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σeq = n ft =
m+ 1
2m
max(|σ1 − σ2|+ P (σ1 + σ2), |σ1|+ P σ1, |σ2|+ P σ2) (73)
σ2 =
fc
ft
σ1 − fc
σ2 =
ft
fc
σ1 + ft
σ2 = ft
σ2 = −fc
σ1 = ftσ1 = −fc
σ1
σ2
ft
−fc
ft
−fc
0
Obra´zek 20: Projekce krite´ria Mohr-Coulomb v rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı σ1 a σ2. Na
obra´zku je materia´l, ktery´ ma´ dvakra´t veˇtˇs´ı tlakovou pevnost nezˇ tahovou fc = mft = 2 ft.
σ1
σ2
ft σeq = n ft
−fc−n fc
ft
n ft
−fc
−n fc
0
n = 1
n = 1.5
Obra´zek 21: Stanoven´ı ekvivalentn´ıho napeˇt´ı σeq podle krite´ria Mohr-Coulomb v rovineˇ
hlavn´ıch napeˇt´ı σ1 a σ2.
2.1.7 Projekce krite´ria Drucker-Prager do roviny hlavn´ıch napeˇt´ı
Krite´rium Drucker-Prager je podobne´ jako krite´rium podle von Misese, ale nav´ıc umozˇnˇuje
pracovat s materia´ly, ktere´ maj´ı rozd´ılnou tahovou a tlakovou pevnost na mezi kluzu
ft 6= fc. V rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı mu˚zˇeme krite´rium Drucker-Prager vyja´drˇit jako
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fc =
m− 1
2
(σ1 + σ2) +
m+ 1
2
√
σ21 − σ1 σ2 + σ22 , (74)
m =
fc
ft
. (75)
Rovnice (74) se zjednodusˇ´ı na krite´rium podle von Misese (61), pokud jsou pevnosti v
tahu a tlaku shodne´ ft = fc.
Meˇjme prˇedpoklad, zˇe pomeˇr pevnosti fc ku ft na mezi kluzu (75) je vzˇdy konstantn´ı.
Potom mu˚zˇeme pro libovolne´ nove´ pevnosti napsat fc,n = n fc a ft,n = n ft. Dosazen´ım
novy´ch pevnost´ı do rovnice (74) z´ıska´me pomeˇr
n =
1
fc
m− 1
2
(σ1 + σ2) +
1
fc
m+ 1
2
√
σ21 − σ1 σ2 + σ22 , (76)
za pomoci ktere´ho definujeme ekvivalentn´ı napeˇt´ı σeq (77) jako pr˚usecˇ´ık krite´ria Drucker-
Prager s osou σ1 v rovineˇ hlavn´ıch napeˇt´ı (Obr. 22).
σ1
σ2
σ
′
1, n=1, n=1.5
σ
′
2, n=1
σ
′
2, n=1.5
s
a
b
ft σeq = n ft
−fc−n fc
ft
n ft
−fc
−n fc
0
n =
1
n
=
1.5
Drucker-Prager
Mohr-Coulomb
Obra´zek 22: Stanoven´ı ekvivalentn´ıho napeˇt´ı σeq podle krite´ria Drucker-Prager v rovineˇ
hlavn´ıch napeˇt´ı σ1 a σ2. Nepravidelny´ sˇestiu´heln´ık zobrazeny´ cˇa´rkovanou cˇarou prˇedstavuje
krite´rium podle Mohr-Coulomba.
σeq = n ft =
m− 1
2m
(σ1 + σ2) +
m+ 1
2m
√
σ21 − σ1 σ2 + σ22 (77)
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Rovinnou transformac´ı (64) rovnice (74) o u´hel 45o a postupny´mi u´pravami z´ıska´me
kanonicky´ tvar elipsy (78) v pootocˇene´m sourˇadne´m syste´mu σ
′
1, σ
′
2, kde a je velikost
hlavn´ı poloosy (80), b je velikost vedlejˇs´ı poloosy (81) a s je posun strˇedu elipsy na ose σ
′
1
(79).
(σ
′
1 + s)
2
a2
+
(σ
′
2)
2
b2
= 1 (78)
s = − 4
√
2 fc (m− 1)
(m+ 1)2 − 4 (m− 1)2 (79)
a = 2
√
2 fc
∣∣∣∣ m+ 1(m+ 1)2 − 4 (m− 1)2
∣∣∣∣ (80)
b =
2
√
2 fc√
3
√
(m+ 1)2 − 4 (m− 1)2 (81)
2.1.8 Srovna´n´ı jednotlivy´ch krite´ri´ı v prostoru σ1, σ2, σeq
Pro na´zornost byla provedena studie srovna´vaj´ıc´ı jednotliva´ krite´ria v napeˇt’ove´m prostoru
σ1, σ2, σeq, za pouzˇit´ı izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticke´ho materia´love´ho modelu, popsane´m
v kapitole 2.1. Vstupn´ı vygenerovane´ kombinace zat´ızˇen´ı pokry´vaj´ı cely´ pracovn´ı diagram
(Obr. 23). Pro dane´ zat´ızˇen´ı a materia´l (Obr. 23) je vy´sledne´ ekvivalentn´ı napeˇt´ı σeq
zobrazeno na svisle´ ose prˇ´ıslusˇne´ho grafu (Obr. 24, 25). Tato studie byla provedena v
programu Matlab [15].
ε
σ [MPa]
0
.0
07
2
1
0
0
.0
12
9
8
0
.0
19
2
3
0
.0
24
6
10
ft = 2.0
3.0
4.0
4.7
E = 277 MPa
ν = 0.38
fc = 4 MPa
Obra´zek 23: Materia´love´ charakteristiky pouzˇite´ pro srovna´n´ı jednotlivy´ch krite´ri´ı v pro-
storu σ1, σ2, σeq.
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0
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−1
−0.5
0
0.5
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1
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3
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4
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σ1
σ2
 
σ
e
q
0
0.5
1
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2
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3
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4
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x 106
Obra´zek 24: Projekce krite´ri´ı von Mises (nahorˇe) a Tresca (dole) v prostoru σ1, σ2, σeq.
Oblast rovnobeˇzˇna´ s rovinou σ1, σ2 odpov´ıda´ vodorovne´ veˇtvi diagramu.
49
2 MATERIA´LOVE´ MODELY
−2
−1
0
1
x 107
−2−1.5−1
−0.500.5
1
x 107
0
0.5
1
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2
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3
3.5
4
4.5
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σ2
 
σ
e
q
0.5
1
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2
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3
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−3
−2
−1
0
1
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−3−2.5−2
−1.5−1−0.50
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0
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1
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2
2.5
3
3.5
4
4.5
5
x 106
σ1
 
σ2
 
σ
e
q
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
x 106
Obra´zek 25: Projekce krite´ri´ı Mohr-Coulomb (nahorˇe) a Drucker-Prager (dole) v pro-
storu σ1, σ2, σeq. Oblast rovnobeˇzˇna´ s rovinou σ1, σ2 odpov´ıda´ vodorovne´ veˇtvi diagramu.
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2.2 Plasticky´ materia´lovy´ model - Tsai-Wu
2.2.1 Tsai-Wu krite´rium plasticity v obecne´m tvaru
Tsai-Wu krite´rium plasticity [27] je krite´riem porusˇen´ı materia´lu, ktere´ je sˇiroce pouzˇ´ıvane´
pro anizotropn´ı materia´ly. Toto krite´rium je pouzˇitelne´ pro materia´ly, ktere´ maj´ı r˚uzne´
pevnosti v tahu a tlaku v r˚uzny´ch smeˇrech. Motivac´ı k implementaci takto obecne´ho
krite´ria je skutecˇnost, zˇe tento materia´lovy´ model lze pouzˇ´ıt jak pro termoplasty, tak
pro sklolamina´t. Sklolamina´t by´va´ ortotropn´ı a cˇasto se kombinuje s termoplasty nebo je
nahrazuje tam, kde nestacˇ´ı termoplasty svoj´ı tuhost´ı a pevnost´ı. Ovsˇem cˇasteˇji by´va´ toto
krite´rium vyuzˇ´ıva´no pro prvky ze drˇeva [7].
Tsai-Wu krite´rium plasticity je urcˇeno plochou plasticity v napeˇt’ove´m prostoru pomoc´ı
skala´rn´ı rovnice (82), kde i, j = 1...6 a Fi, Fij jsou experimenta´lneˇ urcˇene´ tenzory pevnosti
druhe´ho a cˇtvrte´ho rˇa´du. Tenzory pevnosti Fi (84) a Fij (85) jsou vyja´drˇeny ve Voigtoveˇ
notaci.
f(σ) = Fiσi + Fijσiσj ≤ 1 (82)
Tenzor napeˇt´ı druhe´ho rˇa´du σi (83) je konvertova´n na sloupcovou matici podle Voigtovi
notace. Tenzory druhe´ho rˇa´du vyja´drˇene´ ve Voigtoveˇ notaci mu˚zˇeme nazy´vat vektory,
i kdyzˇ se nejedna´ o vektor ve fyzika´ln´ım vy´znamu. Tenzor napeˇt´ı σi je transformova´n
do loka´ln´ıho sourˇadne´ho syste´mu os x, y, z, ve ktere´m zna´me tenzory pevnosti Fi, Fij .
σi =
[
σx σy σz τyz τxz τyz
]T
(83)
Pro trojklonny´ materia´l v trojrozmeˇrne´m prostoru mu˚zˇeme prˇedpokla´dat, zˇe pevnostn´ı
tenzory Fi (84) a Fij (85) jsou symetricke´. Trojklonny´ materia´l je takovy´, jehozˇ mecha-
nicke´ vlastnosti jsou r˚uzne´ pode´l trˇ´ı os, ktere´ mezi sebou sv´ıraj´ı libovolny´ kosy´ u´hel (nikoli
pravy´). Pocˇet neza´visly´ch cˇlen˚u pevnosti je potom 6 a 21 pro Fi a Fij .
Fi =
[
F1 F2 F3 F4 F5 F6
]T
(84)
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Fij =

F11 F12 F13 F14 F15 F16
F22 F23 F24 F25 F26
F33 F34 F35 F36
F44 F45 F46
sym. F55 F56
F66

(85)
Tsai-Wu krite´rium plasticity (82) mu˚zˇeme prˇepsat v expandovane´ formeˇ (86).
F1 σx + F2 σy + F3 σz + F4 τyz + F5 τxz + F6 τxy (86)
+ F11 σ
2
x + 2F12 σx σy + 2F13 σx σz + 2F14 σx τyz + 2F15 σx τxz + 2F16 σx τxy
+ F22 σ
2
y + 2F23 σy σz + 2F24 σy τyz + 2F25 σy τxz + 2F26 σy τxy
+ F33 σ
2
z + 2F34 σz τyz + 2F35 σz τxz + 2F36 σz τxy
+ F44 τ
2
yz + 2F45 τyz τxz + 2F46 τyz τxy
+ F55 τ
2
xz + 2F56 τxz τxy
+ F66 τ
2
xy ≤ 1
2.2.2 Tsai-Wu krite´rium plasticity pro ortotropn´ı materia´l
Jestlizˇe materia´l je neˇjaky´m zp˚usobem symetricky´, pak mu˚zˇeme ocˇeka´vat, zˇe velky´ pocˇet
cˇlen˚u tenzor˚u pevnosti Fi (84) a Fij (85) bude mozˇne´ zanedbat. Tenzor pevnosti Fi zo-
hlednˇuje rozd´ılne´ pevnosti v tahu a tlaku. Pro ortotropn´ı materia´l je kladna´ a za´porna´ smy-
kova´ pevnost totozˇna´, proto mu˚zˇeme cˇleny F4, F5 a F6 zanedbat. Vazby mezi norma´lovy´mi
a smykovy´mi pevnostmi mu˚zˇeme take´ zanedbat, tzn. zˇe vsˇech deveˇt cˇlen˚u submatice defi-
novane´ subdiagona´lou F14, F25 a F36 je rovno nule. Pro ortotropn´ı materia´l prˇedpokla´da´me,
zˇe smykove´ pevnosti nejsou vza´jemneˇ sva´za´ny F56 = F46 = F45 = 0. Nicme´neˇ vazba mezi
norma´lovy´mi pevnostmi z˚usta´va´ (F23, F13, F12). S teˇmito prˇedpoklady symetrie se pocˇet
neza´visly´ch cˇlen˚u pevnosti zredukuje na 3 a 9 pro Fi a Fij . Tsai-Wu krite´rium plasti-
city (82) mu˚zˇeme pro ortotropn´ı materia´l prˇepsat v expandovane´ formeˇ (87).
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F1 σx + F2 σy + F3 σz (87)
+F11 σ
2
x + F22 σ
2
y + F33 σ
2
z + F44 τ
2
yz + F55 τ
2
xz + F66 τ
2
xy
+2F23 σy σz + 2F13 σx σz + 2F12 σx σy ≤ 1
Jednotlive´ cˇleny tenzor˚u pevnosti Fi, Fij nelze prˇ´ımo z´ıskat laboratorn´ı zkousˇkou,
ale lze je odvodit pro za´kladn´ı prˇ´ıpady nama´ha´n´ı. Odvozen´ı si ukazˇme na prˇ´ıkladu prvku,
ktery´ je zat´ızˇen tahem pouze ve smeˇru loka´ln´ı osy x. Pro tento prˇ´ıpad zat´ızˇen´ı mu˚zˇeme
laboratorneˇ zmeˇrˇit mez pevnosti v tahu ft, x ve smeˇru loka´ln´ı osy x. Podobny´m zp˚usobem
mu˚zˇeme pomoc´ı experimentu z´ıskat jednoosou mez pevnosti v tlaku fc, x ve stejne´m smeˇru.
Z teˇchto dvou jednoduchy´ch experiment˚u z´ıska´me dveˇ pevnosti ft, x a fc, x, ze ktery´ch
sestav´ıme cˇleny F1 a F11 tenzor˚u pevnosti. Tsai-Wu krite´rium plasticity (82) ma´ v expan-
dovane´ formeˇ pro i, j = 1 na´sleduj´ıc´ı tvar (88).
F11 σ
2
x + F1 σx = 1 (88)
Dosad´ıme-li do rovnice (88) za σx nejprve mez pevnosti v tahu ft, x a potom mez
pevnosti v tlaku fc, x z´ıska´me soustavu dvou rovnic o dvou nezna´my´ch (89). Vy´sledkem
rˇesˇen´ı te´to soustavy rovnic jsou cˇleny F1, F11 (90) tenzor˚u pevnosti.
F11 f
2
t, x + F1 ft, x = 1 (89)
F11 f
2
c, x − F1 fc, x = 1
F1 =
1
ft, x
− 1
fc, x
, F11 =
1
ft, x fc, x
(90)
Podobneˇ jako pro smeˇr loka´ln´ı osy xmu˚zˇeme pomoc´ı jednoose´ tahove´ a tlakove´ zkousˇky
urcˇit cˇleny F2, F22 a F3, F33 (91) tenzor˚u pevnosti ve smeˇru loka´ln´ı osy y a z.
F2 =
1
ft, y
− 1
fc, y
, F22 =
1
ft, y fc, y
(91)
F3 =
1
ft, z
− 1
fc, z
, F33 =
1
ft, z fc, z
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Zat´ızˇen´ım prvku prosty´m smykem v prˇ´ıslusˇny´ch rovina´ch yz, xz a xy z´ıska´me prˇ´ıslusˇne´
smykove´ cˇleny F4, F44, F5, F55 a F6, F66 (92) tenzor˚u pevnosti. Postup odvozen´ı je stejny´
jako v prˇ´ıpadeˇ odvozen´ı norma´lovy´ch cˇlen˚u tenzor˚u pevnosti. Rozd´ıl je pouze v tom,
zˇe kladna´ a za´porna´ smykova´ pevnost je stejna´, proto se smykove´ cˇleny tenzor˚u pevnosti
zjednodusˇ´ı.
F4 = 0, F44 =
1
f2v, yz
(92)
F5 = 0, F55 =
1
f2v, xz
F6 = 0, F66 =
1
f2v, xy
Zby´va´ urcˇit mimodiagona´ln´ı cˇleny F23, F13F12 tenzoru Fij , ktere´ je mozˇne´ z´ıskat po-
moc´ı dvouose´ tahove´ zkousˇky. Dvouosa´ tahova´ zkousˇka mus´ı by´t prova´deˇna tak, aby napeˇt´ı
v jednom i druhe´m smeˇru bylo ekvivalentn´ı. Naprˇ´ıklad pro cˇlen F23 mus´ı platit na´sleduj´ıc´ı
podmı´nka (93).
σy = σz = fb, yz, σx = σyz = σxz = σxy = 0 (93)
Dosazen´ım te´to podmı´nky (93) kombinovane´ho nama´ha´n´ı do rovnice (82) z´ıska´me
Tsai-Wu krite´rium plasticity v expandovane´ formeˇ (94). Cˇlen F23 (95) tenzoru pevnosti
Fij vyja´drˇ´ıme z teto rovnice (94).
f2b, yz(F22 + F33 + 2F23) + fb, yz(F2 + F3) = 1 (94)
F23 =
1
2 f2b, yz
[
1− fb, yz (F2 + F3)− f2b, yz (F22 + F33)
]
(95)
Pro dvouose´ tahove´ zkousˇky v prˇ´ıslusˇny´ch rovina´ch xz a xy urcˇ´ıme zby´vaj´ıc´ı cˇleny
F13 (96) a F12 (97) tenzoru Fij .
F13 =
1
2 f2b, xz
[
1− fb, xz (F1 + F3)− f2b, xz (F11 + F33)
]
(96)
F12 =
1
2 f2b, xy
[
1− fb, xy (F1 + F2)− f2b, xy (F11 + F22)
]
(97)
Prova´deˇn´ı teˇchto dvouosy´ch tahovy´ch zkousˇek je velice obt´ızˇne´, cozˇ vedlo k tomu,
zˇe existuje va´zˇny´ nedostatek experimenta´ln´ıch u´daj˚u o parametrech pevnost´ı fb, yz, fb, xz
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a fb, xy. Proto uved’me Tsai-Wu krite´rium plasticity (98) pro teˇlesovy´ prvek bez cˇlen˚u
F23, F13 a F12 tenzoru pevnosti Fij , ktere´ je pouzˇitelne´ pro rˇesˇen´ı prakticky´ch u´loh.
f(σ) = σx
(
1
ft, x
− 1
fc, x
)
+ σy
(
1
ft, y
− 1
fc, y
)
+ σz
(
1
ft, z
− 1
fc, z
)
(98)
+
σ2x
ft, x fc, x
+
σ2y
ft, y fc, y
+
σ2z
ft, z fc, z
+
τ2yz
f2v, yz
+
τ2xz
f2v, xz
+
τ2xy
f2v, xy
≤ 1
Formulaci Tsai-Wu krite´ria pro vrstevnaty´ skorˇepinovy´ prvek (99) odvod´ıme z formu-
lace v prostoru (98) za prˇedpokladu rovinne´ napjatosti σz = τxz = τyz = 0.
f(σ) = σx
(
1
ft, x
− 1
fc, x
)
+ σy
(
1
ft, y
− 1
fc, y
)
(99)
+
σ2x
ft, x fc, x
+
σ2y
ft, y fc, y
+
τ2xy
f2v, xy
≤ 1
V prˇ´ıpadeˇ rozd´ılne´ pevnosti v tahu a tlaku mu˚zˇe Tsai-Wu krite´rium (99) naby´vat i
za´porny´ch hodnot f(σ) ∈ (∞, 1〉. Tsai-Wu krite´rium (99) prˇesˇka´lujeme na rozsah f(σ) ∈
(0, 1〉 (100), proto abychom mohli snadno urcˇit relativn´ı vzda´lenost hladiny zat´ızˇen´ı, prˇi
ktere´ se konstrukce zacˇ´ına´ chovat plasticky. V te´to konecˇne´ formeˇ je mozˇne´ si Tsai-Wu
krite´rium (100) zobrazit ve formeˇ izopa´sem jako jeden z vy´sledk˚u.
f(σ) =
1
C

(
σx −
(
ft, x−fc, x
2
))2
ft, x fc, x
+
(
σy −
(
ft, y−fc, y
2
))2
ft, y fc, y
+
τ2xy
f2v, xy
 ≤ 1 (100)
C = 1 +
(
ft, x−fc, x
2
)2
ft, x fc, x
+
(
ft, y−fc, y
2
)2
ft, y fc, y
2.2.3 Postup vy´pocˇtu tecˇne´ konstitutivn´ı matice tuhosti
Ze zadany´ch materia´lovy´ch charakteristik Ex, Ey, νxy, νyx a Gxy sestav´ıme elastickou
ortotropn´ı matici poddajnosti
c−1el =

1
Ex
−νxyEx 0
−νyxEy 1Ey 0
0 0 1Gxy
 . (101)
Invertova´n´ım matice poddajnosti c−1el (101) z´ıska´me elastickou ortotropn´ı matici tuhosti
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cel =

Ex
1−νxy νyx
νxy Ey
1−νxy νyx 0
νyx Ex
1−νxy νyx
Ey
1−νxy νyx 0
0 0 Gxy
 . (102)
Aby matice tuhosti cel byla symetricka´, mus´ı by´t splneˇna podmı´nka symetrie (103).
Podmı´nka symetrie (103) vycha´z´ı z podmı´nky rovnosti mimodiagona´ln´ıch cˇlen˚u matice
poddajnosti c−1el (101).
νxy
Ex
=
νyx
Ey
. (103)
Jestlizˇe ma´me k dispozici pouze jednu hodnotu Poissonova soucˇinitele ν, potom mu˚zˇeme
urcˇit hodnoty Poissonovy´ch soucˇinitel˚u νxy a νyx pouze prˇiblizˇneˇ za pomoci na´sleduj´ıc´ıch
vztah˚u
νxy =
ν√
ExEy
Ex , νyx =
ν√
ExEy
Ey , ν =
√
ExEy
2Gxy
− 1 . (104)
Dosazen´ım rovnic (104) do (102) z´ıska´me formulaci aproximovane´ ortotropn´ı matice tu-
hosti podle Maksymiliana Tytuse Hubera (105) [8]. Dovoluje-li na´m to dostatek vstupn´ıch
materia´lovy´ch u´daj˚u, je vhodne´ se te´to prˇiblizˇnosti vyhnout.
cel =

Ex
1−ν2
ν
√
Ex Ey
1−ν2 0
ν
√
Ex Ey
1−ν2
Ey
1−ν2 0
0 0
√
Ex Ey
2 (1+ν)
 (105)
Elasticky´ vektor pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εel (106) z´ıska´me rozd´ılem vektoru pomeˇrne´ho
prˇetvorˇen´ı ε pro danou iteraci a plasticke´ho vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εpl z posledn´ı
iterace prˇedesˇle´ho prˇ´ır˚ustku zat´ızˇen´ı.
εel = ε− εpl (106)
Linea´rn´ı odhad vektoru napjatosti σtrial je da´n vztahem
σtrial = cel εel . (107)
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Je-li Tsai-Wu krite´rium plasticity f(σtrial) < 1 (100), tak se nacha´z´ıme v elasticke´
oblasti. Potom vy´sledny´ vektor napeˇt´ı σ je roven
σ = σtrial (108)
a vy´sledna´ matice tuhosti c je rovna
c = cel . (109)
Je-li Tsai-Wu krite´rium plasticity f(σtrial) > 1 (100), tak se linea´rn´ı odhad bodu
napjatosti σtrial nacha´z´ı vneˇ plochy plasticity. Jedna´ se o neprˇ´ıpustny´ stav a je nutne´
se iterativn´ım postupem vra´tit zpeˇt na plochu plasticity [22] tak, aby vy´sledne´ napeˇt´ı σ
splnˇovalo podmı´nku f(σ) = 1.
Algoritmus zpeˇtne´ho na´vratu na plochu plasticity:
1. Inicializace promeˇnny´ch.
k = 1 , σ(k) = σtrial , γ
(k) = 0 , ∆σ
(k)
total = 0 (110)
2. Kontrola podmı´nky plasticity a vyhodnocen´ı zbytkove´ho plasticke´ho toku.
f (k) = f(σ(k)) (111)
R(k) = ε
(ic−1)
pl − ε+ c−1el σ(k) + γ(k)
(
∂f
∂σ
)(k)
(112)
Jestlizˇe f (k) < 1 + 1−10 a ‖R(k)‖ < 1−10 potom cyklus ukoncˇ´ıme.
3. Definujeme matici A.
A(k) =
[
c−1el + γ
(k)
(
∂2f
∂σ2
)(k)]−1
(113)
4. Prˇ´ır˚ustek parametru γ.
∆γ(k) =
f (k) − 1−
((
∂f
∂σ
)(k))T
A(k) R(k)((
∂f
∂σ
)(k))T
A(k)
(
∂f
∂σ
)(k) (114)
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5. Prˇ´ır˚ustek vektoru napeˇt´ı.
∆σ(k) = A(k)
(
−R(k) −∆γ(k)
(
∂f
∂σ
)(k))
(115)
∆σ
(k)
total = ∆σ
(k)
total + ∆σ
(k) (116)
6. Aktualizace celkove´ho vektoru napeˇt´ı a parametru γ.
σ(k+1) = σ(k) + ∆σ(k) (117)
γ(k+1) = γ(k) + ∆γ(k) (118)
Promeˇnnou cyklu nastav k = k + 1 a jdi na bod 2.
Po skoncˇen´ı iterativn´ıho algoritmu stanov´ıme celkovy´ vektor plasticke´ deformace
εpl = ε
(ic−1)
pl − c−1el ∆σ(k)total (119)
a tecˇnou matici tuhosti.
ctangent = A−
A ∂f∂σ ⊗A ∂f∂σ(
∂f
∂σ
)T
A ∂f∂σ
(120)
Vy´slednou tecˇnou matici tuhosti z´ıskanou analyticky´m rˇesˇen´ım (120) je vhodne´ zkon-
trolovat porovna´n´ım s numericky z´ıskanou matic´ı tuhosti (121).
ctangent, num =
∂σi
∂εj
=

∂σx
∂εx
∂σx
∂εy
∂σx
∂γxy
∂σy
∂εx
∂σy
∂εy
∂σy
∂γxy
∂τxy
∂εx
∂τxy
∂εy
∂τxy
∂γxy
 (121)
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3 Implementace do vy´pocˇetn´ıho syste´mu RFEM
3.1 Knihovna nelinea´rn´ıch materia´l˚u FemPnLin.dll
Pocˇetn´ı postupy popsane´ v kapitola´ch 1.1 azˇ 1.5, 1.6.1, 2.1.2, 2.1.3 a 2.2.3 byly algoritmi-
zova´ny do dynamicky linkovane´ knihovny FemPnLin.dll, ktera´ je soucˇa´st´ı programove´ho
syste´mu vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı metodu konecˇny´ch prvk˚u (da´le jen Solver). Solver vyv´ıjeny´ spolecˇnost´ı
FEM consulting s.r.o. je doda´va´n do programu RFEM, ktery´ vyv´ıj´ı spolecˇnost Dlubal Soft-
ware GmbH. Cela´ instalace programu RFEM je slozˇena z prˇiblizˇneˇ 190 knihoven a z toho
20 knihoven prˇipada´ na samotny´ Solver.
RFEM Solver FemPnLin.dll εpl
S´ıt’ KP
Vstupn´ı data
Vy´sledkova´ data
u, σ
fext, ... E, ν
ft, fc, ...
ε
σ, D
σlr, σeq
εpl, εeq,pl
fcriterion
Obra´zek 26: Zjednodusˇene´ sche´ma datove´ i programove´ vazby materia´loveˇ nelinea´rn´ı
knihovny FemPnLin.dll k rˇesˇicˇi (Solver) i k programu RFEM.
Solver je sva´za´n s graficky´m uzˇivatelsky´m prostrˇed´ım neprˇ´ımo prostrˇednictv´ım pra-
covn´ıho adresa´rˇe, do ktere´ho se generuj´ı vstupn´ı textove´ soubory. Solver tyto vstupn´ı
soubory da´le zpracova´va´ a po vyrˇesˇen´ı zadane´ u´lohy se do te´hozˇ adresa´rˇe generuj´ı bina´rn´ı
vy´sledkove´ soubory. Vy´sledkove´ velicˇiny z vy´sledkovy´ch soubor˚u jsou da´le zprostrˇedkova´ny
uzˇivatelske´mu rozhran´ı programu RFEM. U´plny´ popis soubor˚u a jejich vazeb k jed-
notlivy´m knihovna´m nelze jednodusˇe sche´maticky zna´zornit, protozˇe Solver rozezna´va´
prˇiblizˇneˇ 280 r˚uzny´ch souborovy´ch forma´t˚u. Zjednodusˇene´ sche´ma vazeb mezi knihov-
nou nelinea´rn´ıch materia´l˚u FemPnLin.dll, Solverem a uzˇivatelsky´m rozhran´ım programu
RFEM mu˚zˇeme videˇt na obra´zku 26.
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Beˇhem rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic nen´ı Solver datoveˇ zateˇzˇova´n
vstupn´ımi informacemi, ktere´ jsou potrˇeba jen v materia´loveˇ nelinea´rn´ıch modelech. Naprˇ´ı-
klad materia´love´ charakteristiky jsou nacˇ´ıta´ny knihovnou FemPnLin.dll prˇ´ımo z textove´ho
souboru *.PNL MATX. Mezi Solverem a knihovnou FemPnLin.dll je potom u´zke´ datove´
rozhran´ı.
<?xml version="1.0" encoding="ASCII"?>
<MATERIAL_TABLE number_of_materials="1">
<MATERIAL id="1">
<TYPE>3</TYPE>
<DESCRIP>Isotropic Nonlinear Elastic - Tresca</DESCRIP>
<ONLY_LINEAR_ELASTIC>0</ONLY_LINEAR_ELASTIC>
<E>2.77e+008</E>
<POISSON>0.38</POISSON>
<DIAGRAM number_of_nodes="6">
<EPS>0, 0.00214968, 0.00478957, 0.00764249, 0.0230323, 0.0384222</EPS>
<SIGMA>2e+06, 3e+06, 4e+06, 4.7e+06, 4.70004e+06, 4.70008e+06</SIGMA>
</DIAGRAM>
</MATERIAL>
</MATERIAL_TABLE>
Obra´zek 27: Vstupn´ı textovy´ soubor *.PNL MATX ve forma´tu XML s definic´ı izotropneˇ
nelinea´rn´ıho materia´love´ho modelu.
Na za´kladeˇ identifikacˇn´ıho cˇ´ısla materia´lu a vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı ε vra´t´ı
knihovna FemPnLin.dll opraveny´ vektor napeˇt´ı σ a materia´lovou matici tuhosti D pro
pozˇadovany´ konecˇny´ prvek ve vsˇech jeho integracˇn´ıch bodech. Na konci vy´pocˇtu probeˇhne
jesˇteˇ jedna iterace, ve ktere´ knihovna FemPnLin.dll zap´ıˇse vy´sledkovy´ bina´rn´ı soubor
*.NPnnnn. Tento vy´sledkovy´ soubor obsahuje velicˇiny specificke´ pro materia´loveˇ nelinea´rn´ı
modely jako naprˇ´ıklad napeˇt´ı na horn´ım a spodn´ım l´ıci skorˇepinove´ho prvku σlr, plastic-
kou slozˇku vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εpl nebo krite´rium plasticity fcriterion. Data
vy´sledkove´ho souboru *.NPnnnn jsou da´le zprostrˇedkova´na uzˇivateli v graficke´m rozhran´ı
programu RFEM.
Knihovna nelinea´rn´ıch materia´l˚u FemPnLin.dll je sestavena prˇiblizˇneˇ ze 180 procedur,
260 funkc´ı usporˇa´dany´ch do 45 modul˚u. Velikost zdrojovy´ch ko´d˚u FemPnLin.dll je prˇiblizˇneˇ
1.2 MB. Pokud bychom vytiskli zdrojovy´ ko´d v komprimovane´ podobeˇ (bez zalamova´n´ı
rˇa´dk˚u) potrˇebovali bychom 250 stran pap´ıru velikosti A4. Z d˚uvodu znacˇne´ho rozsahu
zdrojove´ho ko´du je zde uveden pouze prˇehled funkcionalit knihovny FemPnLin.dll:
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• Nacˇten´ı materia´lovy´ch dat do pameˇti pomoc´ı vlastn´ı XML cˇtecˇky.
• Kontrola vstupn´ıch (meze, tvary krˇivek) i vy´stupn´ıch velicˇin (nedefinovane´ hodnoty,
nekonecˇno).
• Rozdeˇlen´ı pr˚urˇezu na vrstvy a integracˇn´ı body.
• Procedury samotny´ch materia´lovy´ch model˚u.
• Integrace vy´sledny´ch velicˇin prˇes pr˚urˇez (napeˇt´ı, tuhost).
• Reposita´rˇ pro uchova´n´ı a z´ıska´n´ı stavovy´ch velicˇin (plasticka´ deformace).
• Funkce maticovy´ch a vektorovy´ch operac´ı (vyjma vestaveˇny´ch).
• Sledova´n´ı zmeˇn mezi iteracemi z d˚uvodu vyhodnocen´ı konvergencˇn´ıch krite´ri´ı.
• Prostrˇedky spojene´ se zmeˇnou zat´ızˇen´ı v cˇase (historie zateˇzˇova´n´ı).
• Pomocne´ funkce pro pra´ci s textovy´mi rˇeteˇzci, soubory. Vyhleda´vac´ı a trˇ´ıd´ıc´ı algo-
ritmy.
• Fyzika´ln´ı a datove´ transformace.
• Kontrola kvality pra´ce. Jednotkove´ testy. Automaticky generovane´ testy (numericka´
kontrola tecˇne´ matice tuhosti).
• Lad´ıc´ı tisky, ktere´ umozˇnˇuj´ı prˇehledne´ zobrazen´ı vybrany´ch velicˇin v pr˚ubeˇhu vy´pocˇtu.
3.2 Algoritmizace
Samotna´ algoritmizace knihovny nelinea´rn´ıch materia´l˚u FemPnLin.dll byla provedena v
jazyce Fortran 2003 [9]. Tento programovy´ jazyk byl vybra´n z d˚uvodu snadne´ algoritmizace
matematicky´ch operac´ı prˇi soucˇasne´m zachova´n´ı vysoke´ vy´konnosti vy´sledne´ho programu.
Prˇeklad algoritmu˚ do strojove´ho ko´du byl proveden pomoc´ı kompila´toru od spolecˇnosti
Intel. Historie programovac´ıho jazyka Fortran saha´ azˇ do roku 1954. V soucˇasne´ podobeˇ
Fortran [2, 14, 16] disponuje prvky modern´ıch programovac´ıch jazyk˚u jako naprˇ´ıklad ob-
jektoveˇ orientovany´ na´vrh, abstraktn´ı datove´ typy, datoveˇ za´visle´ procedury (prˇeteˇzˇova´n´ı).
Vy´hodou je dobra´ kompatibilita s programovac´ım jazykem C [19]. Nevy´hodou programo-
vac´ıho jazyka Fortran je nedostupnost pokrocˇily´ch asistent˚u urychluj´ıc´ıch tvorbu zdro-
jove´ho ko´du. Du˚vodem je pravdeˇpodobneˇ mensˇ´ı popularita Fortranu oproti jiny´m pro-
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gramovac´ım jazyk˚um a z toho plynouc´ı mensˇ´ı podpora. Celosveˇtoveˇ zauj´ıma´ Fortran 34.
pozici a je vyuzˇ´ıva´n z 0.347% [24].
Byla provedena studie srovna´vaj´ıc´ı vy´kon r˚uzny´ch technologi´ı pro operaci na´soben´ı
dvou plny´ch cˇtvercovy´ch matic C = A ·B v za´vislosti na jejich velikosti (Obr. 28). Studie
byla provedena na pocˇ´ıtacˇi s procesorem Intel Core i7 920 2.67 GHz, operacˇn´ı pameˇt´ı 18
GB DDR3 1600 MHz CL9 a grafickou kartou NVidia GeForce GTX 680. Vy´sledne´ cˇasy
byly prˇesˇka´lova´ny tak, aby vestaveˇna´ funkce Fortranu trvala vzˇdy 1 s. Knihovna FemPnLin
pro na´soben´ı matic obvykle vyuzˇ´ıva´ vestaveˇne´ funkce Fortranu. Z d˚uvodu dosazˇen´ı vysˇsˇ´ıho
vy´konu jsou pro urcˇite´ typy operac´ı vy´sledne´ cˇleny maly´ch matic nebo vektor˚u prˇ´ımo
vyja´drˇeny.
Popis srovna´vany´ch technologi´ı (postup˚u):
4 5 6 7 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
velikost na´sobeny´ch matic
cˇa
s
C - s transpozic´ı
C - bez transpozice
Assembler
Fortran - cyklus
Fortran - matmul
Fortran - vyja´drˇen´ı cˇlen˚u
Intel MKL
CUDA
Obra´zek 28: Srovna´n´ı rychlosti vyna´soben´ı dvou plny´ch cˇtvercovy´ch matic za pouzˇit´ı
r˚uzny´ch technologi´ı v za´vislosti na velikosti.
C - s transpozic´ı: U veˇtsˇ´ıch matic se vyplat´ı druhou matici B nejprve transponovat,
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cˇ´ımzˇ dosa´hneme toho, zˇe cˇleny matice B jsou v pameˇti u sebe, cozˇ ma´ pozitivn´ı
dopad na vy´kon. Zaj´ımave´ je, zˇe pro sledovanou u´lohu u jazyka Fortran ovlivnˇova´n´ı
usporˇa´da´n´ı dat v pameˇti nema´ prakticky´ dopad na vy´sledny´ vy´kon.
C - bez transpozice: Standardn´ım zp˚usobem pomoc´ı trˇech vnorˇeny´ch cykl˚u vyna´sob´ıme
dveˇ matice.
Assembly language: Jedna´ se o n´ızkou´rovnˇovy´ programovac´ı jazyk, ktery´ je tvorˇen
symbolickou reprezentac´ı jednotlivy´ch strojovy´ch instrukc´ı a konstant potrˇebny´ch
pro vytvorˇen´ı strojove´ho ko´du programu pro dany´ procesor. Vy´hodou je mozˇnost
dosazˇen´ı nejveˇtsˇ´ıho vy´konu. Nevy´hodou je vysoka´ azˇ extre´mn´ı pracnost tvorby ko´du
a da´le za´vislost na instrukcˇn´ı sadeˇ procesoru.
Fortran - cyklus: Standardn´ım zp˚usobem pomoc´ı trˇech vnorˇeny´ch cykl˚u vyna´sob´ıme
dveˇ matice (Obr. 30).
Fortran - matmul: Pouzˇit´ı vestaveˇne´ funkce pro na´soben´ı matic.
Fortran - vyja´drˇen´ı cˇlen˚u: Pro mensˇ´ı matice lze dosa´hnout veˇtsˇ´ıho vy´konu tak, zˇe
pozˇadovanou operaci rozep´ıˇseme pro jednotlive´ cˇleny matice (Obr. 29). Nevy´hodou
je pracnost a sn´ızˇena´ prˇehlednost zdrojove´ho ko´du.
c(1,1) = a(1,1) * b(1,1) + a(1,2) * b(2,1)
c(1,2) = a(1,1) * b(1,2) + a(1,2) * b(2,2)
c(2,1) = a(2,1) * b(1,1) + a(2,2) * b(2,1)
c(2,2) = a(2,1) * b(1,2) + a(2,2) * b(2,2)
Obra´zek 29: Fortran - vyja´drˇen´ı cˇlen˚u: Na´soben´ı dvou cˇtvercovy´ch matic A ·B o rozmeˇru
2× 2 rozepsana´ pro jednotlive´ cˇleny vy´sledne´ matice C.
Intel MKL: Pouzˇit´ı knihovny Math Kernel Library od spolecˇnosti Intel obsahuj´ıc´ı sadu
subrutin, ktere´ prova´deˇj´ı operace linea´rn´ı algebry a rˇadu dalˇs´ıch (Basic Linear Al-
gebra Subprograms, Linear Algebra Package ...) [10].
CUDA: Pouzˇit´ı graficke´ho procesoru s vyuzˇit´ım hardwarove´ a softwarove´ architektury
CUDA (Compute Unified Device Architecture). Tato architektura je dostupna´ pouze
na graficky´ch akcelera´torech spolecˇnosti NVIDIA, ktera´ ji vyvinula.
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Obra´zek 30: Fortran - cyklus: Uka´zka zdrojove´ho ko´du funkce, ktera´ vyna´sob´ı dveˇ matice.
Vstupn´ı matice A a B jsou jednoduchy´mi datovy´mi objekty, ktere´ znaj´ı svoj´ı vlastn´ı veli-
kost, a proto nen´ı nutne´ deklarovat dalˇs´ı vstupn´ı parametry nesouc´ı informace o velikosti
na´sobeny´ch matic.
3.3 Uka´zka uzˇivatelske´ho prostrˇed´ı programu RFEM
Chceme-li aplikovat materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı na analyzovanou konstrukci, je d˚ulezˇite´
hned na zacˇa´tku zvolit prostorovy´ model (3D) (Obr. 31), ktery´ pro plochy pouzˇ´ıva´ skorˇepinovy´
prvek. Ostatn´ı modely jako deska (mx, my, mxy, vx, vy) nebo steˇna (nx, ny, nxy) nepod-
poruj´ı nelinea´rn´ı materia´love´ modely. Naprˇ´ıklad u modelu steˇny prˇ´ıpadny´ posun teˇzˇiˇsteˇ
vede ve vy´sledku i k ohybovy´m moment˚um, cozˇ by znamenalo urcˇitou nekonzistentnost v
zobrazovany´ch vy´sledc´ıch.
Obra´zek 31: Typ modelu: Cˇa´st z dialogu pro definova´n´ı nove´ho modelu a za´kladn´ıch
u´daj˚u.
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Definice materia´lu v programu RFEM standardneˇ obsahuje materia´love´ charakteristiky
potrˇebne´ jen pro linea´rn´ı vy´pocˇet, jako je naprˇ´ıklad modul pruzˇnosti E nebo Poisson˚uv
soucˇinitel ν. Materia´l je mozˇne´ vybrat z databa´ze nebo mu˚zˇeme definovat vlastn´ı. Chceme-
li pouzˇ´ıt materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı, je nutne´ prˇiˇradit k standardneˇ definovane´mu ma-
teria´lu dalˇs´ı velicˇiny, jako jsou meze pevnosti nebo krˇivku zpevneˇn´ı (Obr. 32).
Obra´zek 32: Na obra´zku je videˇt dialog programu RFEM 5 umozˇnˇuj´ıc´ı definovat izotropneˇ
nelinea´rneˇ elasticky´ materia´lovy´ model.
Mezi materia´loveˇ linea´rn´ım a materia´loveˇ nelinea´rn´ım rˇesˇen´ım lze rychle prˇep´ınat po-
moc´ı globa´ln´ıho parametru vy´pocˇtu, anizˇ bychom museli meˇnit prˇ´ımo definice materia´lu.
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4 Aplikace materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı
4.1 Verifikacˇn´ı prˇ´ıklad - Konzola zat´ızˇena´ momentem
4.1.1 Zada´n´ı
Na prˇ´ıkladu ohy´bane´ skorˇepiny, ktera´ je na jedne´ straneˇ plneˇ vetknuta´ a na druhe´ straneˇ
zat´ızˇena ohybovy´m momentem Mext, porovna´me prˇesnost numericke´ho rˇesˇen´ı s analy-
ticky´m. Vesˇkere´ vstupn´ı u´daje tj. geometrie konstrukce, materia´love´ charakteristiky i
zat´ızˇen´ı jsou uvedeny v tabulce 5. Geometricke´ sche´ma konstrukce mu˚zˇeme videˇt na
obra´zku 33.
popis velicˇiny symbol hodnota jednotka
De´lka vylozˇen´ı konzoly L = 1 m
Vy´sˇka obde´ln´ıkove´ho pr˚urˇezu h = 0.1 m
Sˇ´ıˇrka obde´ln´ıkove´ho pr˚urˇezu b = 0.2 m
Modul pruzˇnosti E = 200 MPa
Poisson˚uv soucˇinitel ν = 0
Pevnost na mezi kluzu fy = 5 MPa
Zateˇzˇovac´ı moment na konci konzoly Mext = 2100 N m
Tabulka 5: Vstupn´ı u´daje verifikacˇn´ıho prˇ´ıkladu.
x
z
r = 1κ
L uz,max
h
zpl
zpl
Mext
plasticka´ oblast
Obra´zek 33: Sche´ma konzoly zat´ıˇzene´ na konci ohybovy´m momentem Mext.
Prˇi rˇesˇen´ı u´lohy byly uvazˇova´ny na´sleduj´ıc´ı prˇedpoklady:
• Numericke´ rˇesˇen´ı nezohlednˇuje vliv velky´ch deformac´ı (III. rˇa´d).
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• Vlastn´ı hmotnost konstrukce je zanedba´na.
• Velikost konecˇny´ch prvk˚u byla nastavena na 2.5 cm. Celkem tedy bylo pouzˇito 320
skorˇepinovy´ch konecˇny´ch prvk˚u.
• Pracovn´ı diagram materia´lu je idea´lneˇ plasticky´ bez zpevneˇn´ı.
4.1.2 Volba velikosti zat´ızˇen´ı - moment Mext
Pro vhodnou volbu zat´ızˇen´ı je nutne´ nejprve urcˇit maxima´ln´ı ohybovy´ moment Mext,max,el
(122), ktery´ je schopna konstrukce prˇene´st, nezˇ dojde k plasticke´mu chova´n´ı (Obr. 34a).
Da´le urcˇ´ıme maxima´ln´ı ohybovy´ moment Mext,max,pl (123), ktery´ odpov´ıda´ plneˇ plas-
ticke´mu pr˚ubeˇhu napeˇt´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu (Obr. 34b). Zat´ızˇen´ı veˇtsˇ´ı nezˇ Mext,max,pl nen´ı
schopna konstrukce prˇene´st.
(a)
σ
z
−h2
0
h
2−fy
fy
-
+
Mext,max,el
(b)
σ
z
h
2
h
2
−h2
0
h
2−fy
fy
-
+
Mext,max,pl
Obra´zek 34: Pr˚ubeˇh napeˇt´ı: Linea´rneˇ elasticky´ pr˚ubeˇh napeˇt´ı odpov´ıdaj´ıc´ı maxima´ln´ımu
linea´rneˇ elasticke´mu momentu Mext,max,el (a). Plneˇ plasticky´ pr˚ubeˇh napeˇt´ı odpov´ıdaj´ıc´ı
maxima´ln´ımu plasticke´mu momentu Mext,max,pl (b).
Mext,max,el = b
h/2∫
−h/2
σ(z) z dz = b
h/2∫
−h/2
2 fy
h
z2 dz =
1
6
fy b h
2 (122)
=
1
6
· 5 000 000 · 0.2 · 0.12 = 1666.6 N m
Mext,max,pl = b
h/2∫
−h/2
σ(z) z dz = b 2
h/2∫
0
fy z dz =
1
4
fy b h
2 (123)
=
1
4
· 5 000 000 · 0.2 · 0.12 = 2500.0 N m
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Zateˇzˇovac´ı ohybovy´ moment byl zvolen Mext = 2100.0 N m, tak aby splnˇoval podmı´nku
Mext,max,el < Mext < Mext,max,pl . (124)
4.1.3 Z´ıska´n´ı krˇivosti z momentove´ podmı´nky rovnova´hy
Nezna´mou krˇivost κ z´ıska´me z momentove´ podmı´nky rovnova´hy (125). Levou stranu rov-
nice (125) je nutne´ rozepsat pro trˇi napeˇt’ove´ oblasti (126) (Obr. 35).
σ
z
h
2 − zpl
h
2 − zpl
−h2
−zpl
0
zpl
h
2−fy
fy
-
+
Mext
σ(z) =

+fy pro z < −zpl
−E κz pro −zpl ≤ z ≤ zpl
−fy pro z > zpl
Obra´zek 35: Pr˚ubeˇh napeˇt´ı odpov´ıdaj´ıc´ı momentu Mext. Krajn´ı cˇa´sti pr˚urˇezu dosa´hly
pevnosti na mezi kluzu fy. Strˇedn´ı cˇa´st pr˚urˇezu se chova´ linea´rneˇ.
−Mext = b
h
2∫
−h
2
σ(z) dz (125)
−Mext
b
=
−zpl∫
−h
2
fy z dz +
zpl∫
−zpl
−E κz2 dz +
h
2∫
zpl
−fy z dz (126)
V rovnici (126) je nezna´ma´ jednak krˇivost κ, da´le porˇadnice zacˇa´tku plasticke´ oblasti zpl,
a proto porˇadnici zpl vyja´drˇ´ıme pomoc´ı krˇivosti zpl =
fy
E κ v bodeˇ σ(zpl) = −fy.
−Mext
b
=
− fy
κE∫
−h
2
fy z dz +
fy
κE∫
− fy
κE
−E κz2 dz +
h
2∫
fy
κE
−fy z dz (127)
−Mext
b
= fy
[
z2
2
]− fy
κE
−h
2
− E κ
[
z3
3
] fy
κE
− fy
κE
− fy
[
z2
2
]h
2
fy
κE
− fy (128)
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Vy´sledna´ krˇivost je da´na vztahem
κ =
√
4 b f3y
3E2 (b h2 fy − 4Mext) (129)
=
√
4 · 0.2 · 5 000 0003
3 · 200 000 0002 · (0.2 · 0.12 · 5 000 000− 4 · 2100) = 0.7217 m
−1
a porˇadnice zacˇa´tku plasticke´ oblasti je da´na vztahem
zpl =
fy
E κ
=
5 000 000
200 000 000 · 0.7217 = 0.03464 m . (130)
4.1.4 Vy´sledny´ pr˚uhyb a pootocˇen´ı
Ze zna´me´ krˇivosti κ (129) urcˇ´ıme jednak pr˚uhyb na konci konzoly [13]
uz,max,pl =
L∫
0
κ (L− x) dx = κ L
2
2
= 0.7217
12
2
= 0.3608 m (131)
a da´le pootocˇen´ı
ϕy,max,pl =
L∫
0
κdx = κL = 0.72171 = 0.7217 rad . (132)
4.1.5 Porovna´n´ı vy´sledk˚u
Srovna´n´ı numericke´ho rˇesˇen´ı s analyticky´m bylo provedeno jak pro materia´loveˇ linea´rn´ı,
tak pro materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı (Tab. 6). K numericke´mu rˇesˇen´ı u´lohy byl pouzˇit
program RFEM [21]. Materia´loveˇ nelinea´rn´ı numericke´ rˇesˇen´ı je zat´ızˇeno chybou 1.8 %.
Pro integraci napeˇt´ı i tuhosti prˇes vy´sˇku pr˚urˇezu bylo pouzˇito Gauss-Lobattovo kvadra-
turn´ı pravidlo (Kap. 1.2.2) s dev´ıti integracˇn´ımi body. Cˇa´st te´to neprˇesnosti je zp˚usobena
numerickou integrac´ı (Obr. 7).
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zp˚usob rˇesˇen´ı velicˇina analyticke´ numericke´ pomeˇr
rˇesˇen´ı rˇesˇen´ı
Materia´loveˇ linea´rn´ı
uz,max,el 0.3150 m 0.3150 m 1.000
ϕy,max,el 0.6300 rad 0.6300 rad 1.000
Materia´loveˇ nelinea´rn´ı
uz,max,pl 0.3608 m 0.3544 m 0.982
ϕy,max,pl 0.7216 rad 0.7089 rad 0.982
Tabulka 6: Porovna´n´ı vy´sledk˚u z´ıskany´ch analyticky´m a numericky´m rˇesˇen´ım (RFEM).
Obra´zek 36: Zobrazen´ı deformace u materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı v programu RFEM.
Zobrazovana´ deformace je ve skutecˇne´m meˇrˇ´ıtku.
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4.2 Termoplastova´ nadzemn´ı na´drzˇ na ukla´da´n´ı kvasˇene´ho zel´ı
4.2.1 Za´kladn´ı popis konstrukce a vy´pocˇetn´ıho modelu
Prˇedmeˇtem rˇesˇen´ı je konstrukce svarˇovane´ termoplasticke´ nadzemn´ı na´drzˇe v technolo-
gicke´m procesu. Na´drzˇ je va´lcove´ho tvaru o pr˚umeˇru 3950 mm a vy´sˇce 4000 mm (Obr. 37b).
Cˇtyrˇi na´drzˇe jsou vzˇdy spojeny pochoz´ım rosˇtem (Obr. 37a), ktery´ se nacha´z´ı 3750 mm
nad zemı´. Konstrukce rosˇtu nen´ı soucˇa´st´ı rˇesˇen´ı.
Celkem je napla´nova´no instalovat 80 na´drzˇ´ı prˇiblizˇneˇ o celkove´ kapaciteˇ 3627 m3
kvasˇene´ho zel´ı. Realizace stavby je napla´nova´na na rok 2014 v Chorvatsku. Stavba by
meˇla by´t dotova´na z peneˇz Evropske´ unie.
Obra´zek 37: Sestava cˇtyrˇ na´drzˇ´ı spojeny´ch pochoz´ım rosˇtem, ktery´ slouzˇ´ı k obsluze (a).
Svisly´ rˇez jednou z na´drzˇ´ı (b).
Konstrukce na´drzˇe byla podrobena staticke´ analy´ze metodou konecˇny´ch prvk˚u za
pouzˇit´ı softwaru RFEM 5 [21]. V programu RFEM 5 byl vytvorˇen prostorovy´ model kon-
strukce na´drzˇe. Vesˇkere´ cˇa´sti na´drzˇe byly diskretizova´ny pomoc´ı plosˇny´ch cˇtyrˇu´heln´ıkovy´ch
a troju´heln´ıkovy´ch prvk˚u (Kap. 1), jejichzˇ strˇednicova´ rovina lezˇ´ı v polovineˇ tlousˇt’ky
steˇny. Tlousˇt’ky jednotlivy´ch ploch vy´pocˇetn´ıho modelu se pohybuj´ı od 4.4 mm do 40.0 mm
(Obr. 38). Celkova´ geometricka´ diskretizace byla provedena bez uvazˇova´n´ı d´ılcˇ´ıch nehomo-
genit materia´lu (svary). Vy´sledny´ model je slozˇeny´ celkem z 18245 plosˇny´ch skorˇepinovy´ch
prvk˚u a z 17103 uzl˚u (Obr. 39).
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Obra´zek 38: Barevne´ rozliˇsen´ı jednotlivy´ch ploch vy´pocˇetn´ıho modelu a jeho tlousˇteˇk.
Tlousˇt’ka dna, ktera´ nen´ı na obra´zku videˇt, je 30 mm.
Obra´zek 39: Izometricky´ pohled na cˇa´st konecˇneˇ prvkove´ho modelu termoplastove´ nad-
zemn´ı na´drzˇe.
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4.2.2 Zat´ızˇen´ı a okrajove´ podmı´nky
Pro nelinea´rn´ı vy´pocˇty neplat´ı princip superpozice, proto je nutne´ sestavit nelinea´rn´ı kom-
binaci zat´ızˇen´ı prˇed vy´pocˇtem. Nelze kombinovat vy´sledky od jednotlivy´ch zateˇzˇovac´ıch
stav˚u po vy´pocˇtu. Pro jednoduchost budeme analyzovat chova´n´ı konstrukce od jedine´
nelinea´rn´ı kombinace KZ1 (133) slozˇene´ z peˇti zateˇzˇovac´ıch stav˚u ZS1 azˇ ZS5.
KZ1 = 1.35 · (ZS1 + ZS2 + ZS3 + ZS4) + 1.5 · ZS5 (133)
Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 1 (ZS1) zohlednˇuje vliv vlastn´ı hmotnosti na´drzˇe (Obr. 40). Ob-
jemova´ hmotnost pouzˇite´ho materia´lu PP-B je 910 kg m−3. Celkova´ hmotnost na´drzˇe je
2101 kg. Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 2 (ZS2) zohlednˇuje vliv na´plneˇ, tedy t´ıhu kvasˇene´ho zel´ı
(Obr. 41a). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 3 (ZS3) zohlednˇuje tlak kapaliny v meˇchu, ktery´m se stlacˇuje
zel´ı v na´drzˇi (Obr. 41b). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 4 (ZS4) zohlednˇuje vliv hmotnosti plosˇiny a
rosˇt˚u (Obr. 41c). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 5 (ZS5) zohlednˇuje uzˇitne´ zat´ızˇen´ı plosˇiny (Obr. 41d).
Hodnoty zat´ızˇen´ı byly stanoveny podle na´rodn´ıch prˇedpis˚u [5, 6].
Obra´zek 40: Rozlozˇen´ı zat´ıˇzen´ı od vlastn´ı hmotnosti (zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 1).
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Obra´zek 41: Rozlozˇen´ı zat´ıˇzen´ı: Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 2 - tlak na´plneˇ (a). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 3
- tlak kapaliny z meˇchu pz = 4.944 kN m
−2 (b). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 4 - zat´ıˇzen´ı hmotnost´ı
plosˇiny a rosˇt˚u pz = 1.730 kN m
−2 (c). Zateˇzˇovac´ı stav cˇ. 5 - uzˇitne´ zat´ıˇzen´ı plosˇiny
(obsluha) pz = 8.833 kN m
−2 (d). Rozlozˇen´ı zat´ıˇzen´ı na obra´zc´ıch (a) azˇ (d) ma´ spolecˇnou
barevnou sˇka´lu (e).
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Na´drzˇ je ulozˇena na zˇelezobetonove´ desce. Prˇedmeˇtem rˇesˇen´ı nen´ı dimenzova´n´ı te´to
desky. Rovinnost zˇelezobetonove´ desky se prˇedpokla´da´ ±5 mm. Podeprˇen´ı dna na´drzˇe je
modelova´no Winkler-Pasternakovy´m pruzˇinovy´m podlozˇ´ım [18]. Tuhost pruzˇin ve vodo-
rovne´mu smeˇru je C1,x = C1,y = 1 MN m
−2, tuhost pruzˇin ve svisle´mu smeˇru je C1,z = 20 MN m−2
a smykova´ tuhost pruzˇin ve svisle´ rovineˇ je C2,x = C2,y = 2 MN m
−1.
4.2.3 Srovna´vane´ materia´love´ modely
Materia´l na´drzˇe byl zvolen polypropylen PP-B podle CˇSN EN 1778 [3], protozˇe vyhovuje
pozˇadavku jak na chemickou odolnost A2K, tak na technologii vy´roby (mozˇnost zkruzˇen´ı
za studena). Soucˇasneˇ splnˇuje i hledisko ekonomicke´. Pro nelinea´rn´ı kombinaci zat´ızˇen´ı
KZ1 (133) provozn´ıho stavu uvazˇujeme zˇivotnost konstrukce 10 let (87600 h) a provozn´ı
teplotu 20 oC. Konstrukce na´drzˇe byla podrobena trˇem neza´visly´m vy´pocˇt˚um pro trˇi ma-
teria´love´ modely (Obr. 42), jejichzˇ vy´sledky jsou da´le v textu porovna´va´ny. Pro vsˇechny
trˇi materia´love´ modely byl uvazˇova´n spolecˇny´ Poisson˚uv soucˇinitel ν = 0.38.
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Obra´zek 42: Pracovn´ı diagram polypropylenu PP-B prˇi teploteˇ 20 oC a prˇedpokla´dane´
zˇivotnosti 10 let (87600 h). Do diagramu je zanesen modul pruzˇnosti odpov´ıdaj´ıc´ı
linea´rn´ımu rˇesˇen´ı E = 277 MPa (cˇerveneˇ) a modul tecˇen´ı Ec = 191 MPa (zeleneˇ) podle
CˇSN EN 1778.
Porovna´vane´ materia´love´ modely:
• Pro materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı byl pouzˇit izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticky´ materia´lovy´
model (Kap. 2.1) respektuj´ıc´ı Trescovo krite´rium (68). Trescovo krite´rium bylo zvo-
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leno, protozˇe zohlednˇuje napjatost jak v hlavn´ıch smeˇrech |σ1|, |σ2| tak maxima´ln´ı
smykove´ napeˇt´ı |σ1 − σ2|. Pracovn´ı diagram byl sestaven z graf˚u dostupny´ch v
CˇSN EN 1778 [3] na za´kladeˇ prˇedpokla´dane´ zˇivotnosti a navrhovane´ teploty. Posledn´ı
veˇtev pracovn´ıho diagramu je na u´rovni na´vrhove´ hodnoty odolnosti Rd = 4.7 MPa
(134), kterou prˇedepisuje norma CˇSN EN 1990 [4] v souladu s normou CˇSN EN 1778
[3]. Na´vrhova´ hodnota odolnosti Rd za´vis´ı na dlouhodobe´ pevnosti K prˇi navrho-
vane´ teploteˇ a zˇivotnosti, na dlouhodobe´m svarˇovac´ım faktoru fl, na faktoru A1 zo-
hlednˇuj´ıc´ıho vlivy specificke´ho napeˇt´ı (odvozen z ra´zove´ pevnosti), na faktoru A2K
zohlednˇuj´ıc´ıho vliv okoln´ıho me´dia a na soucˇinitelu vy´znamnosti γl
1.
Rd =
K · fl
A1 ·A2K · γl =
9.4 · 0.6
1.0 · 1.0 · 1.2 = 4.7 MPa (134)
• Pro materia´loveˇ linea´rn´ı rˇesˇen´ı byl uvazˇova´n modul pruzˇnosti E = 277 MPa, ktery´
je roven smeˇrnici tecˇny prvn´ı veˇtve pracovn´ıho diagramu (Obr. 42 cˇerveneˇ).
• Norma CˇSN EN 1778 [3] prˇedepisuje tuhost pomoc´ı modulu tecˇen´ı Ec = 191 MPa
(Obr. 42 zeleneˇ). Modul tecˇen´ı Ec je roven smeˇrnici secˇny, ktera´ procha´z´ı bodem
diagramu na u´rovni na´vrhove´ hodnoty odolnosti Rd = 4.7 MPa (134) v provozn´ıch
podmı´nka´ch. Tento linea´rn´ı materia´lovy´ model byl pouzˇit pro optimalizaci tlousˇteˇk
steˇn na´drzˇe (Obr. 38). Opakova´n´ım vy´pocˇtu byly meˇneˇny tlousˇt’ky steˇn na´drzˇe tak,
aby pokud mozˇno nebyla prˇekrocˇena na´vrhova´ hodnota odolnosti Rd = 4.7 MPa.
Izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticky´ materia´lovy´ model respektuj´ıc´ı Trescovo krite´rium [25]
byl aplikova´n na vsˇechny FE prvky. Hleda´n´ı rovnova´hy v integracˇn´ıch bodech vede na
rˇesˇen´ı soustavy nelinea´rn´ı algebraicky´ch rovnic. Soustava 102618 nelinea´rn´ıch algebraicky´ch
rovnic byla rˇesˇena Newton-Raphsonovou metodou [17, 20] v deseti zateˇzˇovac´ıch prˇ´ır˚ustc´ıch.
Rˇesˇen´ı zanedba´va´ vliv geometricke´ nelinearity.
Materia´loveˇ nelinea´rn´ı analy´za dosa´hla vy´sledk˚u beˇhem 3 minut a 29 sekund. Linea´rn´ı
analy´za trvala pouze 5 sekund. Vy´pocˇet byl proveden na notebooku s procesorem Intel(R)
Core(TM) i7-3632QM beˇzˇ´ıc´ı na taktu 2.2 GHz s velikost´ı operacˇn´ı pameˇti 8 GB. Prˇi rˇesˇen´ı
u´lohy nebylo vyuzˇito graficke´ karty.
1Norma CˇSN EN 1778 [3] vydana´ v roce 2002 vycha´z´ı z neˇmecke´ smeˇrnice DVS 2205-1 [26] pro vy´pocˇet
na´dob a prˇ´ıstroj˚u z termoplast˚u, ktera´ je vyda´vana´ kazˇde´ dva roky. Prˇechodem na navrhova´n´ı konstrukc´ı
podle mezn´ıch stav˚u norma CˇSN EN 1778 [3] cˇa´stecˇneˇ zastarala. V souladu s aktua´lneˇjˇs´ı DVS 2205-1 [26]
je ve vztahu pro vy´pocˇet Rd (134) mı´sto koeficientu bezpecˇnosti S uveden soucˇinitel vy´znamnosti γl.
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4.2.4 Deformace - vy´sledky
Maxima´ln´ı globa´ln´ı deformace na´drzˇe prˇi pouzˇit´ı materia´loveˇ nelinea´rn´ı analy´zy je umax =
42.91 mm (Obr. 43a), prˇi pouzˇit´ı linea´rn´ı analy´zy s tuhost´ı odpov´ıdaj´ıc´ı modulu pruzˇnosti
E = 277 MPa je umax = 34.26 mm (Obr. 43b) a prˇi pouzˇit´ı linea´rn´ı analy´zy s tuhost´ı
odpov´ıdaj´ıc´ı modulu tecˇen´ı Ec = 191 MPa je umax = 48.39 mm. Vsˇechny srovna´vane´
materia´love´ modely splnily smluvn´ı pozˇadavek umax < ual na maxima´ln´ı deformaci ual =
50 mm. Na stranu nejbezpecˇneˇjˇs´ı z hlediska posouzen´ı maxima´ln´ı deformace pro danou
hladinu zat´ızˇen´ı KZ1 (133) je linea´rn´ı rˇesˇen´ı podle CˇSN EN 1778 [3] (Ec = 191 MPa). Na
stranu nebezpecˇnou je linea´rn´ı rˇesˇen´ı uvazˇuj´ıc´ı nejveˇtsˇ´ı tuhost E = 277 MPa.
Obra´zek 43: Maxima´ln´ı globa´ln´ı deformace materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı je
42.91 mm (a) a materia´loveˇ linea´rn´ıho rˇesˇen´ı je 34.26 mm (b). Globa´ln´ı deformace na
obra´zc´ıch (a) a (b) je desetkra´t zveˇtˇsena oproti skutecˇnosti a ma´ spolecˇnou barevnou
sˇka´lu (c).
Take´ byla provedena studie za´vislosti maxima´ln´ı deformace umax na hladineˇ zat´ızˇen´ı
pro trˇi srovna´vana´ rˇesˇen´ı, jej´ızˇ vy´sledky najdeme v tabulce (7). Ze studie vyply´va´, zˇe
pokud zvedneme hladinu zat´ızˇen´ı o 30 %, tak maxima´ln´ı deformaci z´ıska´me materia´loveˇ
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nelinea´rn´ım rˇesˇen´ım, ktere´ prˇi te´to hladineˇ zat´ızˇen´ı dosa´hne na´vrhove´ hodnoty odolnosti
Rd = 4.7 MPa na prˇiblizˇneˇ 20 % plochy va´lcove´ho pla´sˇteˇ na´drzˇe (Obr. 44a). Materia´loveˇ
nelinea´rn´ı a soucˇasneˇ geometricky linea´rn´ı (I. rˇa´d) rˇesˇen´ı neumozˇn´ı navy´sˇen´ı hladiny
zat´ızˇen´ı o v´ıce jak 30 %. Dalˇs´ı navy´sˇen´ı zat´ızˇen´ı vede k singula´rn´ımu rˇesˇen´ı nelinea´rn´ıch al-
gebraicky´ch rovnic. Konstrukce je nestabiln´ı. Dalˇs´ı navy´sˇen´ı zat´ızˇen´ı by bylo mozˇne´ pouze
s pouzˇit´ım geometricky nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı (III. rˇa´d), ale soucˇasneˇ je nutne´ vy´razneˇ navy´sˇit
pocˇet zateˇzˇovac´ıch krok˚u.
hladina zat´ızˇen´ı mat. nelin. rˇesˇen´ı mat. lin. rˇesˇen´ı mat. lin. aproximace
(prac. diagram) (E = 277 MPa) (Ec = 191 MPa)
[−] umax [mm] umax [mm] umax [mm]
0.20 ·KZ1 6.85 6.85 9.68
0.40 ·KZ1 13.70 13.70 19.36
0.60 ·KZ1 21.49 20.56 29.03
0.80 ·KZ1 31.88 27.41 38.71
1.00 ·KZ1 42.91 34.26 48.39
1.10 ·KZ1 48.80 37.68 53.23
1.20 ·KZ1 55.38 41.11 58.07
1.30 ·KZ1 80.78 44.54 62.90
Tabulka 7: Za´vislost maxima´ln´ı deformace umax na u´rovni zat´ıˇzen´ı pro trˇi srovna´vana´
rˇesˇen´ı bez zohledneˇn´ı vlivu geometricke´ nelinearity.
4.2.5 Napeˇt´ı - vy´sledky
Na´vrhovou hodnotu odolnostiRd = 4.7 MPa, ktera´ je prˇedepsa´na normou CˇSN EN 1778 [3]
porovna´me s maxima´ln´ım ekvivalentn´ım napeˇt´ım Tresca σeq, max, Tresca (68), ktere´ od-
pov´ıda´ pouzˇite´mu materia´loveˇ nelinea´rn´ımu modelu.
Pozˇadavek na na´vrhovou odolnost σeq, max, Tresca ≤ Rd = 4.7 MPa nesplnˇuje ani jeden z
linea´rn´ıch vy´pocˇt˚u. V prˇ´ıpadeˇ linea´rn´ıho vy´pocˇtu podle CˇSN EN 1778 [3] (Ec = 191 MPa)
je na´vrhova´ odolnost Rd prˇekrocˇena jen na neˇkolika konecˇny´ch prvc´ıch, vzˇdy v oblasti
hrdel do na´drzˇe (Obr. 44b). V praxi se neˇkdy prˇekrocˇen´ı na´vrhove´ odolnosti Rd na male´
oblasti zanedba´va´. Prˇekrocˇen´ı se od˚uvodnˇuje singularitou. Prˇ´ıpadneˇ se prˇedpokla´da´, zˇe v
problematicke´ oblasti dojde k redistribuci vnitrˇn´ıch sil jen v takove´ mı´ˇre, ktera´ neohroz´ı
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konstrukci. Zanedba´va´n´ı napeˇt’ovy´ch sˇpicˇek je slaby´m mı´stem linea´rn´ıho vy´pocˇtu, protozˇe
za´vis´ı na odborne´m odhadu toho, jak velkou oblast lze zanedbat. Mı´ra toho, co si mu˚zˇeme
dovolit zanedbat a co nelze, by´va´ zdrojem diskuze mezi odborn´ıky. Napeˇt’ove´ sˇpicˇky se take´
obt´ızˇneˇ obhajuj´ı prˇed investory, kterˇ´ı obvykle pro tuto problematiku nemaj´ı pochopen´ı.
Obra´zek 44: Maxima´ln´ı ekvivalentn´ı napeˇt´ı Tresca materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı pro
zveˇtˇsenou hladinu zat´ıˇzen´ı 1.30 · KZ1 (a). Na detailu hrdla v polovineˇ vy´sˇky na´drzˇe
m˚uzˇeme videˇt maxima´ln´ı ekvivalentn´ı napeˇt´ı Tresca materia´loveˇ linea´rn´ıho rˇesˇen´ı podle
CˇSN EN 1778 [3] (Ec = 191 MPa) pro hladinu zat´ıˇzen´ı 1.00 ·KZ1 (b).
Pozˇadavek na na´vrhovou odolnost σeq, max, Tresca ≤ Rd = 4.7 MPa je v prˇ´ıpadeˇ ma-
teria´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı splneˇn automaticky, protozˇe podstatou tohoto rˇesˇen´ı je na-
lezen´ı rovnova´hy pro zadany´ konstitutivn´ı vztah (pracovn´ı diagram). Z d˚uvodu zveˇtsˇen´ı
stability rˇesˇen´ı nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic nen´ı posledn´ı veˇtev pracovn´ıho diagramu
prˇesneˇ vodorovna´, ale je mı´rneˇ rostouc´ı Ep = 277 · 10−5 MPa. Prˇi velmi vysoky´ch hla-
dina´ch zat´ızˇen´ı mu˚zˇe doj´ıt vlivem mı´rne´ho zpevneˇn´ı posledn´ı veˇtve diagramu k mı´rne´mu
prˇekrocˇen´ı na´vrhove´ odolnosti Rd, ale to uzˇ obvykle by´va´ stav, ve ktere´m je mnohona´sobneˇ
prˇekrocˇen pozˇadavek na maxima´ln´ı deformaci. Naprˇ´ıklad pro zvy´sˇenou hladinu zat´ızˇen´ı
1.30 · KZ1 mu˚zˇeme na obra´zku 44a videˇt, zˇe na´vrhova´ odolnost Rd = 4.7 MPa ne-
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byla prˇekrocˇena. Pokud je konstrukce schopna dane´ zat´ızˇen´ı v˚ubec prˇene´st, tak kontrola
na´vrhove´ odolnosti Rd u materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı nema´ te´meˇrˇ zˇa´dnou vypov´ıdaj´ıc´ı
hodnotu. Vy´sledna´ maxima´ln´ı napjatost slouzˇ´ı sp´ıˇse ke kontrole samotne´ho materia´love´ho
modelu. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe vy´sledne´ napeˇt´ı prˇekrocˇ´ı maxima´ln´ı hodnotu napeˇt´ı definovanou
pracovn´ım diagramem, tak je to pro na´s varova´n´ım o nespra´vne´m fungova´n´ı materia´love´ho
modelu, nebo o nezkonvergova´n´ı u´lohy.
4.2.6 Prˇetvorˇen´ı - vy´sledky
Obra´zek 45: Maxima´ln´ı celkove´ ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı Tresca materia´loveˇ ne-
linea´rn´ıho rˇesˇen´ı na cele´ na´drzˇi (a) a na detailu hrdla v polovineˇ vy´sˇky na´drzˇe (b). Ekvi-
valentn´ı prˇetvorˇen´ı na obra´zc´ıch (a) a (b) ma´ spolecˇnou barevnou sˇka´lu (c).
U materia´loveˇ nelinea´rn´ıho vy´pocˇtu si nevystacˇ´ıme s kontrolou na´vrhove´ odolnosti Rd,
ale je nutne´ zkontrolovat podmı´nku na dovolene´ pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı εeq, max, Tresca ≤ εal.
Pohybujeme-li se po vodorovne´ veˇtvi pracovn´ıho diagramu, tak napeˇt´ı z˚usta´va´ konstantn´ı,
ale pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı mu˚zˇe da´le r˚ust. Norma CˇSN EN 1778 [3] bohuzˇel velicˇinu do-
volene´ho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εal vy´slovneˇ neobsahuje. Pouze prˇedepisuje pozˇadavek
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na na´vrhovou odolnost Rd = 4.7 MPa, ktera´ odpov´ıda´ mnozˇineˇ pomeˇrny´ch prˇetvorˇen´ı
ε ∈ 〈0.02461, ∞). Prˇestozˇe je pravdeˇpodobne´, zˇe konstrukce na´drzˇe by se vyrovnala
s pomeˇrny´m prˇetvorˇen´ım okolo peˇti procent, tak vy´sledne´ prˇetvorˇen´ı εeq, max, Tresca po-
rovna´me s nejprˇ´ısneˇjˇs´ı hodnotou dovolene´ho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εal = 0.02461. Te´meˇrˇ
cela´ konstrukce na´drzˇe neprˇekrocˇ´ı dvouprocentn´ı hodnotu maxima´ln´ıho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı
εeq, max, Tresca (Obr. 45a). Vy´jimkou jsou hrdla umı´steˇne´ 1000 mm a 2100 mm nade
dnem, kde dvouprocentn´ı hodnota pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı je prˇekrocˇena na male´ oblasti
(Obr. 45b). Nejprˇ´ısneˇjˇs´ı hodnota dovolene´ho pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı εal = 0.02461 byla
prˇekrocˇena na sedmna´cti konecˇny´ch prvc´ıch. Z hlediska materia´loveˇ nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı a
posouzen´ı pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı na εal = 0.02461 vyplynula potrˇeba zes´ılen´ı steˇn na´drzˇe
v bl´ızkosti dvou zmı´neˇny´ch hrdel do na´drzˇe.
4.2.7 Stabilitn´ı analy´za
Konstrukce na´drzˇe byla podrobena stabilitn´ı analy´ze pro vsˇechny trˇi materia´love´ modely.
Obra´zek 46: Stabilitn´ı analy´za pro linea´rn´ı materia´lovy´ model podle CˇSN EN 1778 [3]
(Ec = 191 MPa): Prvn´ı vlastn´ı tvar λ1 = 8.11 (a). Trˇet´ı vlastn´ı tvar λ3 = 9.89 (b).
Stabilitn´ı analy´zou, bez vlivu nelinearit za pouzˇit´ı linea´rn´ıho materia´lu uvazˇuj´ıc´ıho
E = 277 MPa, jsme z´ıskali peˇt nejneprˇ´ızniveˇjˇs´ıch stabilitn´ıch tvar˚u konstrukce a od-
pov´ıdaj´ıc´ı hodnoty soucˇinitele kriticke´ho zat´ızˇen´ı λ1 = 11.75, λ2 = 12.01, λ3 = 14.37,
λ4 = 14.42, λ5 = 15.07. Pro linea´rn´ı materia´lovy´ model podle CˇSN EN 1778 [3] uvazˇuj´ıc´ıho
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E = 191 MPa jsme z´ıskaly teˇchto peˇt nejneprˇ´ızniveˇjˇs´ıch soucˇinitel˚u kriticke´ho zat´ızˇen´ı
λ1 = 8.11 (Obr. 46a), λ2 = 8.29, λ3 = 9.89 (Obr. 46b), λ4 = 9.95, λ5 = 10.37.
Stabilitn´ı analy´za zohlednˇuj´ıc´ı vliv geometricke´ i materia´love´ nelinearity je provedena
tak, zˇe se postupneˇ po prˇ´ır˚ustc´ıch zat´ızˇen´ı zveda´ hladina zat´ızˇen´ı azˇ do stavu, kdy rˇesˇen´ı
soustavy nelinea´rn´ıch algebraicky´ch rovnic je singula´rn´ı. T´ımto postupem urcˇ´ıme nejvysˇsˇ´ı
mozˇnou hladinu zat´ızˇen´ı, prˇi ktere´ je soustava jesˇteˇ regula´rn´ı. Na tento tuhostn´ı a na-
pjatostn´ı stav konstrukce se potom aplikuje linea´rn´ı stabilitn´ı analy´za, ze ktere´ z´ıska´me
vlastn´ı tvary a odpov´ıdaj´ıc´ı soucˇinitele kriticke´ho zat´ızˇen´ı λ. Mu˚zˇe se sta´t, zˇe soucˇinitel
kriticke´ho zat´ızˇen´ı λ vyjde veˇtsˇ´ı, nezˇ je u´rovenˇ nalezene´ hladiny zat´ızˇen´ı, potom vy´sledny´
soucˇinitel kriticke´ho zat´ızˇen´ı je roven zateˇzˇovac´ımu faktoru odpov´ıdaj´ıc´ı nalezene´ hladineˇ
zat´ızˇen´ı.
Obra´zek 47: Stabilitn´ı analy´za s uvazˇova´n´ım materia´love´ i geometricke´ nelinearity: Prvn´ı
vlastn´ı tvar na upravene´ konstrukci, ktera´ zanedba´va´ hrdla v na´drzˇi λ = 1.65 (a). Loka´ln´ı
ztra´ta stability v bl´ızkosti hrdla umı´steˇne´m 2100 mm nad dnem λ = 1.58 (b).
Stabilitn´ı analy´zou zohlednˇuj´ıc´ı vliv geometricke´ (III. rˇa´d) i materia´love´ nelinearity byl
z´ıska´n soucˇinitel kriticke´ho zat´ızˇen´ı λ1 = 1.58 (Obr. 47b). Dosˇlo zde k loka´ln´ı ztra´teˇ sta-
bility v bl´ızkosti hrdla umı´steˇne´ho 2100 mm nad dnem na´drzˇe, proto byla jesˇteˇ provedena
nelinea´rn´ı analy´za ztra´ty stability na konstrukci bez teˇchto hrdel. Potom ke ztra´teˇ stability
dojde v pa´su va´lcove´ steˇny nad dnem, kde uzˇ prˇi 1.30 ·KZ1 je dosazˇeno na´vrhove´ odol-
nosti Rd = 4.7 MPa na velke´ oblasti (Obr. 44a). Vy´sledny´ soucˇinitel kriticke´ho zat´ızˇen´ı je
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roven λ1 = 1.65 (Obr. 47a). Porovna´n´ım soucˇinitel˚u kriticke´ho zat´ızˇen´ı z´ıskany´ch linea´rn´ı
a nelinea´rn´ı stabilitn´ı analy´zou zjist´ıme, zˇe linea´rn´ı analy´za je prˇiblizˇneˇ peˇtina´sobneˇ na
straneˇ nebezpecˇne´.
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5 Za´veˇr
Prˇedkla´dana´ pra´ce byla zameˇrˇena na statickou analy´zu konstrukc´ı z plast˚u se zohledneˇn´ım
nelinea´rn´ıho chova´n´ı materia´lu v za´vislosti na napeˇt´ı. Staticka´ analy´za se prova´deˇla s
vyuzˇit´ım metody konecˇny´ch prvk˚u. V u´vodu pra´ce byla vysveˇtlena podstata materia´loveˇ
nelinea´rn´ıho rˇesˇen´ı.
Plastove´ konstrukce se vyra´b´ı svarˇova´n´ım deskovy´ch d´ıl˚u, proto vhodny´m zp˚usobem
diskretizace skutecˇne´ geometrie je pouzˇit´ı plosˇny´ch skorˇepinovy´ch prvk˚u. Aby bylo mozˇne´
korektneˇ zohlednit vliv nelinea´rn´ıho pr˚ubeˇhu napeˇt´ı a tuhosti po vy´sˇce pr˚urˇezu, byl skorˇepinovy´
plosˇny´ prvek rozsˇ´ıˇren o mozˇnost dalˇs´ıho deˇlen´ı na vrstvy a integracˇn´ı body prˇes svoj´ı
vy´sˇku. Rozdeˇlen´ı pr˚urˇezu na vrstvy bylo take´ provedeno s vy´hledem na mozˇnost sestavit
vrstevnaty´ pr˚urˇez z r˚uzny´ch materia´lovy´ch model˚u. Prˇ´ınosem te´to pra´ce je uvedeny´ po-
stup integrace materia´love´ matice tuhosti, ktery´ korektneˇ zohlednˇuje zmeˇnu polohy teˇzˇiˇsteˇ.
Integrace fyzika´ln´ıch velicˇin byla prova´deˇna za pomoci kvadraturn´ıch pravidel. Implemen-
tova´no bylo Gaussovo kvadraturn´ı pravidlo a Gauss-Lobattovo kvadraturn´ı pravidlo. Na
prakticke´m prˇ´ıkladeˇ byla uka´za´na neprˇesnost kvadraturn´ıch pravidel, jsou-li aplikova´ny
na funkci polygona´ln´ıho pr˚ubeˇhu.
Rozsa´hla´ kapitola byla veˇnova´na materia´loveˇ nelinea´rn´ım model˚um. Na jedne´ straneˇ
byl popsa´n jednodusˇsˇ´ı prˇ´ıstup za pomoci izotropneˇ nelinea´rneˇ elasticke´ho modelu, na
straneˇ druhe´ byl popsa´n obecneˇjˇs´ı prˇ´ıstup za pouzˇit´ı ortotropneˇ plasticke´ho modelu. Te-
oreticky´ popis byl doplneˇn grafickou interpretac´ı krite´ri´ı podle jednotlivy´ch autor˚u. Im-
plementovane´ materia´love´ modely svy´m rozsahem pokry´vaj´ı krom plastovy´ch materia´l˚u
take´ sklolamina´t a dalˇs´ı materia´ly beˇzˇneˇ pouzˇ´ıvane´ ve stavebnictv´ı jako je ocel, drˇevo nebo
zemina.
Vy´znamna´ cˇa´st te´to pra´ce byla veˇnova´na algoritmizaci pocˇetn´ıch postup˚u popiso-
vany´ch v teoreticky´ch kapitola´ch. Samotna´ algoritmizace byla provedena v jazyce Fortran
do dynamicky linkovane´ knihovny FemPnLin.dll, ktera´ je soucˇa´st´ı programu RFEM 5. Pro-
gram RFEM 5 je sˇiroce vyuzˇ´ıva´n v technicke´ praxi. Soucˇa´st´ı pra´ce byla studie srovna´vaj´ıc´ı
vy´konnost r˚uzny´ch technologi´ı pouzˇitelny´ch pro algoritmizaci popisovane´ problematiky.
Spra´vnost teoreticke´ analy´zy materia´lovy´ch model˚u a na´sledne´ implementace do pro-
gramu RFEM 5 byla provedena na prˇ´ıkladu konzoly zat´ızˇene´ ohybem. Vy´sledky z´ıskane´
numericky´m rˇesˇen´ım dosa´hly dobre´ shody s vy´sledky z´ıskany´mi analyticky´m rˇesˇen´ım.
Vyvinute´ programove´ na´stroje byly pouzˇity na statickou analy´zu konstrukce termo-
plastove´ nadzemn´ı na´drzˇe. Termoplastova´ nadzemn´ı na´drzˇ byla podrobena detailn´ı ma-
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teria´loveˇ linea´rn´ı a materia´loveˇ nelinea´rn´ı analy´ze. Ru˚zne´ prˇ´ıstupy byly porovna´ny na
vy´sledc´ıch napeˇt´ı, deformace a prˇetvorˇen´ı. Vhodnou linea´rn´ı aproximac´ı nelinea´rn´ıho kon-
stitutivn´ıho vztahu bylo mozˇne´ pouze pro jednu konkre´tn´ı vy´sledkovou velicˇinu dosa´hnout
takovy´ch vy´sledk˚u, ktere´ byly na stranu bezpecˇnou. Na prezentovany´ch vy´sledc´ıch bylo
proka´za´no, zˇe pouze materia´loveˇ nelinea´rn´ı rˇesˇen´ı umozˇnˇuje splnit podmı´nky dane´ ne-
linea´rn´ım konstitutivn´ım vztahem.
Zvla´sˇtn´ı pozornost pak byla veˇnova´na analy´ze stability se zohledneˇn´ım nelinea´rn´ıho
materia´love´ho modelu. Porovna´n´ım soucˇinitel˚u kriticke´ho zat´ızˇen´ı z´ıskany´ch linea´rn´ı a
nelinea´rn´ı analy´zou stability bylo zjiˇsteˇno, zˇe nelinea´rn´ı analy´za je vy´znamneˇ na straneˇ
bezpecˇne´.
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Seznam pouzˇity´ch symbol˚u
Latinske´ symboly
A1 Soucˇinitel zohlednˇuj´ıc´ı vliv specificke´ho napeˇt´ı.
A2,K Soucˇinitel zohlednˇuj´ıc´ı vliv okoln´ıho me´dia.
Aelem [m
2] Plocha plosˇne´ho konecˇne´ho prvku.
b [m] Sˇ´ıˇrka pr˚urˇezu.
c [Pa] Konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu.
cel [Pa] Konstitutivn´ı elasticka´ matice tuhosti materia´lu.
cij [Pa] Cˇleny konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu.
clr [Pa] Konstitutivn´ı matice tuhosti vrstvy.
csecant [Pa] Secˇna´ konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu.
csecant,0 [Pa] Secˇna´ konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu sestavena´ z
Esecant,0.
ctangent [Pa] Tecˇna´ konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu.
ctangent,num [Pa] Tecˇna´ konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu z´ıskana´ nume-
rickou derivac´ı.
d [m, rad] Celkovy´ vektor uzlovy´ch parametr˚u deformace.
de [m, rad] Vektor uzlovy´ch parametr˚u deformace konecˇne´ho prvku.
C1,x, C1,y [N m
−2] Tuhost pruzˇin ve vodorovne´m smeˇru.
C1,z [N m
−2] Tuhost pruzˇin ve svisle´m smeˇru.
C2,x, C2,y [N m
−1] Smykova´ tuhost pruzˇin ve svisle´ rovineˇ.
D [N m,
N m−1,
N m m−1]
Celkova´ konstitutivn´ı matice tuhosti plosˇne´ho prvku.
Dij [N m,
N m−1,
N m m−1]
Cˇleny celkove´ konstitutivn´ı matice tuhosti plosˇne´ho prvku.
DS [N m
−1] Smykovy´ cˇlen celkove´ konstitutivn´ı matice tuhosti plosˇne´ho
prvku.
E [N m−2] Young˚uv modul pruzˇnosti.
E0 [N m
−2] Modul pruzˇnosti tecˇny´ k pocˇa´tku a procha´zej´ıc´ı pocˇa´tkem
pracovn´ıho diagramu.
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Elr [N m
−2] Modul pruzˇnosti integracˇn´ıho bodu vrstvy.
Ec [N m
−2] Modul tecˇen´ı (CˇSN EN 1778).
Esecant [N m
−2] Secˇny´ modul pruzˇnosti.
Esecant,0 [N m
−2] Secˇny´ modul pruzˇnosti procha´zej´ıc´ı pocˇa´tkem pracovn´ıho di-
agramu.
Ex [N m
−2] Modul pruzˇnosti ve smeˇru osy x.
Ey [N m
−2] Modul pruzˇnosti ve smeˇru osy y.
f1 Dlouhodoby´ svarˇovac´ı faktor.
fcriterion Krite´rium nelinearity (plasticity).
fc [Pa] Mez pevnosti v tlaku.
fc,x [Pa] Mez pevnosti v tlaku ve smeˇru loka´ln´ı osy x.
fc,y [Pa] Mez pevnosti v tlaku ve smeˇru loka´ln´ı osy y.
fc,z [Pa] Mez pevnosti v tlaku ve smeˇru loka´ln´ı osy z.
fext [N, Pa] Vneˇjˇs´ı zat´ızˇen´ı.
ft [Pa] Mez pevnosti v tahu.
ft,x [Pa] Mez pevnosti v tahu ve smeˇru loka´ln´ı osy x.
ft,y [Pa] Mez pevnosti v tahu ve smeˇru loka´ln´ı osy y.
ft,z [Pa] Mez pevnosti v tahu ve smeˇru loka´ln´ı osy z.
fv,yz [Pa] Mez pevnosti ve smyku ve smeˇru loka´ln´ı osy z v rovineˇ jej´ızˇ
norma´la ma´ smeˇr loka´ln´ı osy y.
fv,xz [Pa] Mez pevnosti ve smyku ve smeˇru loka´ln´ı osy z v rovineˇ jej´ızˇ
norma´la ma´ smeˇr loka´ln´ı osy x.
fv,xy [Pa] Mez pevnosti ve smyku ve smeˇru loka´ln´ı osy y v rovineˇ jej´ızˇ
norma´la ma´ smeˇr loka´ln´ı osy x.
fb,yz [Pa] Mez pevnosti v dvouose´m tahu v rovineˇ yz.
fb,xz [Pa] Mez pevnosti v dvouose´m tahu v rovineˇ xz.
fb,xy [Pa] Mez pevnosti v dvouose´m tahu v rovineˇ xy.
fy [Pa] Napeˇt´ı na mezi kluzu.
f [N] Celkovy´ vektor zat´ızˇen´ı.
Fi, Fij [Pa] Tenzory pevnosti druhe´ho a cˇtvrte´ho rˇa´du ve Voigtoveˇ no-
taci.
G [N m−2] Smykovy´ modul pruzˇnosti.
Glr [N m
−2] Smykovy´ modul pruzˇnosti integracˇn´ıho bodu vrstvy.
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h [m] Vy´sˇka pr˚urˇezu.
hlr [m] Vy´sˇka vrstvy.
I [m4] Moment setrvacˇnosti.
k Meˇrˇ´ıtko konstitutivn´ı matice tuhosti materia´lu.
K [Pa] Dlouhodoba´ pevnost prˇi navrhovane´ teploteˇ a zˇivotnosti.
K Matice tuhosti cele´ konstrukce.
L [m] De´lka vylozˇen´ı konzoly.
Lc [m] Charakteristicka´ de´lka plosˇne´ho konecˇne´ho prvku.
mx [N m m
−1] Ohybovy´ moment ve smeˇru osy x.
my [N m m
−1] Ohybovy´ moment ve smeˇru osy xy.
mxy [N m m
−1] Krout´ıc´ı moment p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy y v rovineˇ kolme´ k
ose x.
Mext [N m] Zateˇzˇovac´ı moment.
Mext,max,el [N m] Maxima´ln´ı moment, ktery´ konstrukce je schopna prˇene´st nezˇ
dojde k plasticke´mu chova´n´ı.
Mext,max,pl [N m] Maxima´ln´ı ohybovy´ moment, ktery´ odpov´ıda´ plneˇ plas-
ticke´mu pr˚ubeˇhu napeˇt´ı po vy´sˇce pr˚urˇezu.
nx [N m
−1] Norma´lova´ s´ıla ve smeˇru osy x.
ny [N m
−1] Norma´lova´ s´ıla ve smeˇru osy y.
nxy [N m
−1] Norma´lova´ s´ıla p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy y v rovineˇ kolme´ k
ose x.
pz [N m
−2] Plosˇne´ silove´ zat´ızˇen´ı ve smeˇru loka´ln´ı osy z.
Rd [Pa] Na´vrhova´ hodnota odolnosti (CˇSN EN 1990).
R Matice rotace.
ual [m] Smluvn´ı pozˇadavek na maxima´ln´ı deformaci.
ub [m] Ohybova´ deformace.
us [m] Smykova´ deformace.
ux [m] Posun ve smeˇru osy x.
uy [m] Posun ve smeˇru osy y.
uz [m] Posun ve smeˇru osy z.
uz,max [m] Maxima´ln´ı posun ve smeˇru osy z.
uz,max,el [m] Maxima´ln´ı posun ve smeˇru osy z z´ıskany´ materia´loveˇ
linea´rn´ı rˇesˇen´ı.
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uz,max,pl [m] Maxima´ln´ı posun ve smeˇru osy z z´ıskany´ materia´loveˇ ne-
linea´rn´ı rˇesˇen´ı.
v Obecne´ oznacˇen´ı vektoru.
vx [N m
−1] Smykova´ s´ıla p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy z v rovineˇ kolme´ k ose x.
vy [N m
−1] Smykova´ s´ıla p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy z v rovineˇ kolme´ k ose y.
wk Va´ha integracˇn´ıho bodu.
xk Poloha integracˇn´ıho bodu.
xP Oznacˇen´ı osy xP plana´rn´ıho sourˇadne´ho syste´mu plosˇne´ho
prvku.
yP Oznacˇen´ı osy yP plana´rn´ıho sourˇadne´ho syste´mu plosˇne´ho
prvku.
z [m] Porˇadnice definuj´ıc´ı polohu ve smeˇru osy zP.
za [m] Porˇadnice horn´ıho l´ıce vrstvy.
zb [m] Porˇadnice spodn´ıho l´ıce vrstvy.
zgp [m] Porˇadnice integracˇn´ıho bodu vrstvy.
zlr [m] Porˇadnice vrstvy.
zpl [m] Porˇadnice zacˇa´tku plasticke´ oblasti.
zP Oznacˇen´ı osy zP plana´rn´ıho sourˇadne´ho syste´mu plosˇne´ho
prvku.
Rˇecke´ symboly
α1 [deg] U´hel prvn´ıho hlavn´ıho napeˇt´ı σ1.
βshear locking Soucˇinitel smykove´ za´vory.
γxy Zkosen´ı v rovineˇ xy.
γxz Zkosen´ı v rovineˇ xz.
γyz Zkosen´ı v rovineˇ yz.
γlr,xy Zkosen´ı v rovineˇ xy v integracˇn´ım bodu vrstvy.
∆ Delta symbolizuje rozd´ıl dvou velicˇin.
ε Pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı (skala´r).
εal Smluvn´ı pozˇadavek na maxima´ln´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı.
ε Vektor pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı.
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εel Elasticka´ slozˇka vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı.
εeq Ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı.
ε
(ic−1)
eq Ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı z posledn´ı iterace
prˇedesˇle´ho zateˇzˇovac´ıho kroku.
ε
(ic,it)
eq Ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı z aktua´lneˇ rˇesˇene´ iterace
aktua´ln´ıho zateˇzˇovac´ıho kroku.
εeq,el Elasticke´ ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı.
εeq,pl Plasticke´ ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı.
ε¯eq,pl Ekvivalentn´ı nelinea´rn´ı (pseudo-plasticke´) pomeˇrne´
prˇetvorˇen´ı.
εeq,yield Ekvivalentn´ı pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı odpov´ıdaj´ıc´ı pevnosti na
mezi kluzu.
εlr Vektor pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı vrstvy.
εlr,x Pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı ve smeˇru osy x v integracˇn´ım bodu
vrstvy.
εlr,y Pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı ve smeˇru osy y v integracˇn´ım bodu
vrstvy.
εpl Plasticka´ slozˇka vektoru pomeˇrne´ho prˇetvorˇen´ı.
ε¯pl Nelinea´rn´ı (pseudo-plasticka´) slozˇka vektoru pomeˇrne´ho
prˇetvorˇen´ı.
εx Pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı ve smeˇru osy x.
εy Pomeˇrne´ prˇetvorˇen´ı ve smeˇru osy y.
κx Krˇivost ve smeˇru osy x.
κy Krˇivost ve smeˇru osy y.
κxy Krˇivost v rovineˇ xy.
λ Soucˇinitel kriticke´ho zat´ızˇen´ı.
ν Poisson˚uv soucˇinitel.
νxy Poisson˚uv soucˇinitel odpov´ıdaj´ıc´ı pomeˇrne´mu zkra´cen´ı ve
smeˇru osy y dojde-li k prodlouzˇen´ı ve smeˇru osy x.
νyx Poisson˚uv soucˇinitel odpov´ıdaj´ıc´ı pomeˇrne´mu zkra´cen´ı ve
smeˇru osy x dojde-li k prodlouzˇen´ı ve smeˇru osy y.
σ [Pa] Napeˇt´ı (skala´r).
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σ [Pa,
N m m−1,
N m−1]
Vektor napeˇt´ı pro teˇlesovy´ prvek nebo vektor vnitrˇn´ıch sil
pro plosˇny´ prvek.
σ1 [Pa] Prvn´ı hlavn´ı napeˇt´ı.
σ
′
1 [Pa] Transformovane´ prvn´ı hlavn´ı napeˇt´ı.
σ2 [Pa] Druhe´ hlavn´ı napeˇt´ı.
σ
′
2 [Pa] Transformovane´ druhe´ hlavn´ı napeˇt´ı.
σel [Pa] Elasticky´ vektor napeˇt´ı.
σeq [Pa] Ekvivalentn´ı napeˇt´ı.
σ
(ic−1)
eq [Pa] Ekvivalentn´ı napeˇt´ı z posledn´ı iterace prˇedesˇle´ho
zateˇzˇovac´ıho kroku.
σ
(ic,it)
eq [Pa] Ekvivalentn´ı napeˇt´ı z aktua´lneˇ rˇesˇene´ iterace aktua´ln´ıho
zateˇzˇovac´ıho kroku.
σeq,el [Pa] Ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı.
σeq,el,Mises [Pa] Ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı podle Ludvika von Misese.
σeq,el,Tresca [Pa] Ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı podle Henriho Tresci.
σeq,el,mc [Pa] Ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı podle krite´ria Mohr-Coulomb.
σeq,el,dp [Pa] Ekvivalentn´ı elasticke´ napeˇt´ı podle krite´ria Drucker-Prager.
σlr [Pa] Vektor napeˇt´ı vrstvy.
σload [Pa] Hladina extern´ıho napeˇt´ı (zat´ızˇen´ı).
σlr,x [Pa] Napeˇt´ı vrstvy ve smeˇru osy x.
σlr,y [Pa] Napeˇt´ı vrstvy ve smeˇru osy y.
σx [Pa] Napeˇt´ı ve smeˇru osy x.
σy [Pa] Napeˇt´ı ve smeˇru osy y.
σprincipal [Pa] Vektor hlavn´ıch napeˇt´ı.
σprincipal,el [Pa] Vektor elasticky´ch hlavn´ıch napeˇt´ı.
σtrial [Pa] Linea´rn´ı odhad vektoru napjatosti.
τmax [Pa] Maxima´ln´ı smykove´ napeˇt´ı.
τxy [Pa] Smykove´ napeˇt´ı p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy y v rovineˇ kolme´ k
ose x.
τlr,xy [Pa] Smykove´ napeˇt´ı vrstvy p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy y v rovineˇ
kolme´ k ose x.
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τlr,xz [Pa] Smykove´ napeˇt´ı vrstvy p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy z v rovineˇ
kolme´ k ose x.
τlr,yz [Pa] Smykove´ napeˇt´ı vrstvy p˚usob´ıc´ı ve smeˇru osy z v rovineˇ
kolme´ k ose y.
ϕx [rad] Pootocˇen´ı kolem osy x.
ϕy [rad] Pootocˇen´ı kolem osy y.
ϕy,max,el [rad] Maxima´ln´ı pootocˇen´ı kolem osy y z´ıskane´ materia´loveˇ
linea´rn´ım rˇesˇen´ım.
ϕy,max,pl [rad] Maxima´ln´ı pootocˇen´ı kolem osy y z´ıskane´ materia´loveˇ ne-
linea´rn´ım rˇesˇen´ım.
ϕz [rad] Pootocˇen´ı kolem osy z.
Φtype Konstanta za´visla´ na typu konecˇne´ho prvku.
95
Seznam pouzˇite´ho software
• Intelr Fortran Compiler Professional, verze 11.1.067, 2009.
Code generator for IA-32 or Intelr 64 architecture-based applications on Intelr-
based OS X* system.
Intel Corporation, 2200 Mission College Blvd., Santa Clara, CA 95054-1549, United
States.
• Maple, verze 13 , 2009.
Computer algebra system.
Maplesoft, 615 Kumpf Drive, Waterloo, ON, N2V 1k8, Canada.
• MATLAB, verze 8.0.0.783, R2012b.
High-level language and interactive environment for numerical computation, visua-
lization, and programming.
MathWorks, 3 Apple Hill Drive, Natick, MA 01760-2098, United States.
• Microsoft Visual Studio 2008 Professional Edition, verze 9.0.21022.8 RTM.
Integrated development environment used to develop computer programs.
Microsoft Corporation, One Microsoft Way, Redmond, WA 98052-7329, United Sta-
tes.
• RFEM, verze 5.02, 2013.
Spatial Models Calculated Acc. to Finite Element Method, Program Description.
Dlubal Software GmbH, Am Zellweg 2, D-93464 Tiefenbach, Germany.
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